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Анотація: Розглядається проблема управління паралельними асинхронними об-

числювальними процесами. Приведено критичний порівняльний аналіз статичних та 

динамічних методів управління паралельними асинхронними обчислювальними проце-

сами. Розглядаються дві постановки задачі управління паралельними асинхронних об-

числювальних процесів як одноетапних задач теорії розкладів. Пропонується для її 

розв’язання використовувати алгоритми, зокрема, ПДС-алгоритми, розроблені проф. 

Павловим О.А. та його учнями, що зазвичай використовуються для реалізації календа-

рного та оперативного планування дискретними виробничими системами. Пропону-

ються модифікації ПДС-алгоритмів відповідно до сформульованих задач комбінаторної 

оптимізації. Наведено приклади конкретних наукових та практичних проблем, для яких 

ефективність програмного забезпечення їх розв’язання досягається за допомогою розг-

лянутих статичних моделей управління паралельними асинхронними обчислювальни-

ми процесами та запропонованими методами їх розв’язання. 

Ключові слова: паралельні асинхронні обчислювальні процеси; комбінаторна 

оптимізація; статичне управління; ПДС-алгоритми; регресійні моделі; прийняття рі-

шень; дискретні виробничі системи. 

ВСТУП 

Ефективність реалізації алгоритмів розв’язання складних прикладних задач за-

лежить як від ефективності запропонованих алгоритмів, так і архітектури програмного 

забезпечення, що їх реалізує. Суттєво підвищити ефективність програмного забезпе-

чення можна в першу чергу за рахунок реалізації паралельних обчислень та відповід-

них алгоритмів їх оптимальної організації. Управління паралельними обчисленнями 

розглядається в двох можливих аспектах. Перший – управління синхронними парале-

льними обчислювальними процесами, та другий – управління асинхронними паралель-

ними обчислювальними процесами. В першому випадку на реалізацію паралельних об-

числень накладаються динамічні обмеження, а саме, залежність між проміжними ста-

нами паралельних обчислень. Це – найбільш складна задача ефективної організації па-

ралельних обчислень. Можна відмітити роботи проф. Стеценко І.В. в області створення 

Петрі-об’єктних моделей симуляції паралельних обчислень [1, 2]. Останнім часом 

з’явились роботи, зокрема, [3, 4], в яких на основі результатів Петрі-об’єктного моде-

лювання пропонуються алгоритми оптимізації параметрів паралельних обчислень. 
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Більш простою є задача оптимального управління асинхронними паралельними обчис-

леннями. Існує достатньо широка бібліографія [5–12], де наводиться та аналізується 

ефективність різних статистичних та динамічних методів управління. Статичні методи 

[5] оптимізують такі критерії, як мінімальний час використання обчислювальних ресу-

рсів (мінімізація сумарного часу виконання мета-задачі), мінімальний час завершення 

обчислень та інші. Загальновизнані методи розв’язання – це методи теорії розкладів, 

модифікації генетичного алгоритму, метод імітації відпалу, генетична імітація відпалу, 

двофазний метод планування [8], в якому кластеризація задач виконується перед про-

цесом планування, що дозволяє знаходити субоптимальну кількість необхідних проце-

сорів. Динамічні методи управління [10] враховують непередбачувані зміни в процесі 

роботи обчислювальної системи. До них відносять, зокрема, метод Fast Critical Path [11] 

(один з алгоритмів класу «планування за списком», що реалізує достатньо прості еври-

стики, зокрема, в першу чергу розглядається процесор, що простоює більше часу). 

В даній роботі розглядаються методи статичного планування асинхронних обчи-

слювальних процесів для двох запропонованих постановок задач, наводяться конкретні 

наукові та практичні задачі, методи їх розв’язання, ефективна реалізація яких в програ-

мному забезпеченні потребує використання запропонованих моделей і методів. 

Актуальність проведених досліджень випливає з того, що запропоновані моделі 

планування асинхронних паралельних обчислювальних процесів є задачами комбінато-

рної оптимізації, зокрема, з класу NP-повних та NP-трудних, і вперше для їх 

розв’язання використовуються як відомі ПДС-алгоритми (алгоритми, що містять доста-

тні ознаки оптимальності їх розв’язку та поліноміальні підалгоритми побудови 

розв’язків, що перевіряють достатні ознаки оптимальності), створені проф. Павло-

вим О.А. та його учнями, так і їх модифікації. 

1. Моделі та алгоритми статичного управління паралельними  

асинхронними обчислювальними процесами 

1.1. Перша модель 

В складі однієї мета-програми є n підпрограм, які можуть починати незалежно 

виконуватись одночасно чи в довільні фіксовані моменти часу mjs
j

,1,0   багато-

потоковою паралельною програмою. 

Примітка 1. В розглянутих комбінаторних моделях кількість процесорів m (m < n), 

на яких проводяться незалежні паралельні обчислення, є відомою і може за необхідності бу-

ти заздалегідь оптимізована з використанням, наприклад, алгоритму кластеризації [8]. 

В першій моделі комп’ютерні процесори вважаються ідентичними. Відома сере-

дньостатистична тривалість виконання 
i

l  i-ї підпрограми на одному процесорі, ni ,1 . 

 ISSN 1560-8956 

Міжвідомчий науково-технічний збірник «Адаптивні системи автоматичного управління» № 1’ (44) 2024 

117



Необхідно побудувати розклад   виконання n підпрограм на m комп’ютерних проце-

сорах такий, щоб досягався мінімум функціоналу 

      


minmax
min CCF ,                                    (1) 

де  
max

C
 
– момент завершення виконання всіх підпрограм у розкладі  , тобто, 

   


i
ni

CC
,1

max
max , де  

i
C  – момент завершення виконання підпрограм на i-му 

комп’ютерному процесорі; аналогічно,    


i
ni

CC
,1

min
min . 

Примітка 2. Обґрунтування функціоналу (1). Здавалось би, що логічно було ви-

користати в якості функціонала вираз  


i
i

Cmaxmin , але, по-перше, зменшення 

 
max

C
 
логічно реалізовувати за рахунок збільшення  

min
C , а по-друге, розклад 

опт
 , що мінімізує (1), є максимально можливо вирівняним, що може бути важливим 

при використанні комп’ютерних процесорів для виконання наступних програм. 

В [13, 14] було запропоновано ефективний ПДС-алгоритм для розв’язання цієї 

задачі, що містить дві достатні ознаки оптимальності довільного розкладу   та склада-

ється з наступних двох етапів: перший – побудові початкового розкладу, що реалізу-

ється за 6 кроків: 

1. Пронумерувати підпрограми ni ,1  за незростанням значень i
l . 

2. Пронумерувати процесори mj ,1  за неспаданням значень 
j

s . 

3. Встановити часи звільнення процесорів mjsC
jj

,1,  . 

4. Обрати підпрограму i з максимальним i
l  з непризначених підпрограм та приз-

начити на процесор j з мінімальним часом звільнення 
j

C . 

5. Визначити новий час звільнення процесору j: 
jjj

lCC  . 

6. Якщо розподілені на виконання всі підпрограми, кінець алгоритму. Інакше 

перехід на крок 4. 

Другий етап полягає в послідовному виконанні перестановок типів А і Б [15, 16], 

що покращують розклад, мінімізуючи значення функціоналу. 

Проведені статистичні дослідження ПДС-алгоритму показали його ефектив-

ність, він рекомендується авторами як алгоритм статичного управління за першою мо-

деллю. 

1.2. Друга модель 

Друга модель формулюється як перша з наступними змінами. Потужність пара-

лельних комп’ютерних процесорів різна, тому час виконання підпрограм задається як 
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j

i
l  – середній час виконання i-ї підпрограми ( ni ,1 ) j-м процесором ( mj ,1 ). Треба 

знайти розклад   виконання підпрограм на незалежних паралельних процесорах такий, 

у якого досягається мінімум функціоналу 

 











j
mj

j
mj

sC
,1,1

minmaxmin ,                                                 (2) 

де 
j

s
 
– початковий момент запуска j-го процесора (для виконання багатопотокової па-

ралельної програми). 

Примітка 3. Фактично, критерій (2) не прив’язаний до конкретних значень 

mjs
j

,1,  . Він гарантує, що отриманому розкладу відповідає мінімальний сумарний 

час виконання на паралельних процесорах багатопотокової паралельної програми. 

Для знаходження оптимального розкладу пропонується використовувати спро-

щену версію ПДС-алгоритму [15, 17], що був запропонований для розв’язання наступ-

ної задачі календарного планування: маємо m незалежних пристроїв, які без переривань 

виконують n завдань.  mjnil
j

i
,1,,1   – час виконання i-го завдання на j-му при-

строї. Завдання повинні бути виконані до відповідних директивних строків nid
i

,1,  . 

Моменти запуску пристроїв  nmmjs
j

 ,1, , довільні. Треба знайти розклад   ви-

конання завдань, на якому досягається 

j
mj

s
,1

minmax


.                                                            (3) 

ПДС-алгоритм розв’язання цієї задачі (алгоритм D [17]) містить дві достатні 

ознаки оптимальності допустимого розкладу, шість поліноміальних підалгоритмів, що 

реалізують можливість побудови розкладу, який задовольняє одному з достатніх ознак 

оптимальності, та шість поліноміальних підалгоритмів для отримання наближеного ро-

зкладу задачі. Загальна схема ПДС-алгоритму наведена на рис. 3.4 [15]. 

Результати п. 3.4 [15] ілюструють ефективність запропонованого ПДС-

алгоритму. 

Наслідок 1. Алгоритм статичного управління, що реалізує другу комбінаторну 

модель, є спрощеною версією розглянутого вище ПДС-алгоритму, так як для другої 

моделі nidd
i

,1,0  . 

Наслідок 2. При розв’язанні задачі статичного управління ПДС-алгоритмом до-

вільне значення d задається достатньо великим, таким, щоб на отриманому розв’язку 

виконувалось 0min
,1




j
mj

s . 

Нехай  

mjjj
sss  

21
.                                               (4) 
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Тоді момент початку роботи процесора 
1
j

 
може бути довільним 

1j
r , а моменти 

запуску процесорів з номерами mlj
l

,2,  , повинні задовольняти умовам: 

– якщо 
11 jj

sr  , то 

mlsrsrr
jjljljlj

,2,
111




.                                          (5) 

– якщо 
11 jj

sr  , то 

mlsrsrr
jjljljlj

,2,
111




.                                          (6) 

Виконання умови (5) чи (6) гарантує виконання умови (2). 

2. Приклади можливого використання запропонованих  

алгоритмів статичного управління асинхронними  

паралельними обчислювальними процесами 

2.1. Модифікований метод групового урахування аргументів 

Постановка задачі побудови багатовимірної лінійної регресії (БЛР), заданої над-

лишковим описом, полягає в наступному. Задано  






m

j

j

j
ExbxY

0

)( , 

де x – скалярна вхідна змінна, E – випадкова величина, ME = 0, 
2

DE . За ре-

зультатами експериментів  niyx
ii

,1,   треба оцінити невідомі значення коефіціє-

нтів mjb
j

,0,  , враховуючи, що деякі з них можуть тотожно дорівнювати нулю. Для 

розв’язання цієї задачі в [18] було запропоновано модифікований метод групового ура-

хування аргументів (ММГУА), методологія реалізації якого є наступною. 

1. Дані експерименту  niyxJ
ii

,1,   розбиваються на дві множини 

 
11

,1, nlyxJ
lili

 ,  
22

,1, nlyxJ
ljlj

 , JJJ 
22

, 
22

JJ . 

2. Методом найменших квадратів (МНК) за множиною 
1

J  знаходяться оцінки 

mjb
j

,0,ˆ  . 

3. Оригінальним алгоритмом кластерного аналізу [18] по оцінкам  
j

b̂ , mj ,0 , 

множина коефіцієнтів  mjb
j

,0,  , розбивається на два класи 
1

M  та  
2

M , що не пе-

ретинаються. 

4. МНК, з використанням даних експерименту 
1

J , будується множина часткових 

описів БЛР. В кожний частковий опис входять члени, що відповідають коефіцієнтам з 
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множини 
1

M  та члени, що відповідають всім можливим різним підмножинам з множи-

ни 
2

M . 

5. За множиною 
2

J  по вибраному регулярному критерію знаходиться частковий 

опис, структура якого вважається такою, що відповідає шуканій БЛР. 

6. За множиною J МНК знаходяться оцінки коефіцієнтів вибраного часткового 

опису. 

Ефективність програмної реалізації запропонованого в [18] ММГУА для побудо-

ви багатовимірних регресій по обмеженому об’єму даних може бути суттєво покращена, 

якщо для побудови множини часткових описів багатовимірної регресії (див. п. 4 методо-

логії) використовувати асинхронні паралельні обчислення, статичне управління якими в 

залежності від використовуваних обчислювальних засобів, реалізується відповідно до 

першої чи другої комбінаторної моделі. Знаходження параметрів управління – час побу-

дови часткового опису багатовимірної регресії на конкретному обчислювальному проце-

сорі залежить від розмірності часткового опису та способу реалізації загальної формули 

методу найменших квадратів при повторних активних експериментах. Результати відпо-

відних теоретичних та експериментальних досліджень наведені в [18, 19]. 

2.2. Побудова експертних ваг за емпіричною матрицею парних  

порівнянь з використанням моделей лінійного програмування 

В [20] наведені теоретичні основи побудови експертних ваг, що кількісно оці-

нюють якість альтернатив, з яких треба обрати найкращу, за емпіричною матрицею па-

рних порівнянь з використанням низки моделей лінійного програмування. Методологія 

знаходження експертних ваг nj
j

,1,  , наступна: 

1. За емпіричною матрицею парних порівнянь   n

ij 1
  (деякі коефіцієнти мат-

риці Г можуть бути відсутні) знаходиться множина  , що складається з усіх пар  ji , , 

яким відповідають ji
ij

 ,1 . 

2. Розв’язується низка задач лінійного програмування (ЛП) виду 

 
ij

ij

ij
y

yr
ij






min  

  1,0,,

1

 


n

i

iijijjijiij
yijyy . 

Змінними задачі ЛП є iij
y  , .

 
Коефіцієнти ij

r  в кожній задачі ЛП приймають 

одне із запропонованих в [20] множини значень, наприклад: 

 ISSN 1560-8956 

Міжвідомчий науково-технічний збірник «Адаптивні системи автоматичного управління» № 1’ (44) 2024 

121



1,1,1,
1

1





ijijij

ij

ij
rr , 

1,1,1,

1

1

*





ijijij

ij

ij
rr , 

1,1,1,

)1(

1

3 2*





ijijij

ij

ij
rr . 

В результаті отримуємо множину   Pl
l

,1,  , векторів оцінок емпіричних ваг, 

де P – кількість задач ЛП. 

3. За критерієм  

 




 




ij

l

j

l

i

ij

ij
Pl

1
min

,1
 

знаходимо шуканий набір ваг 
*

̂ . 

4. Випадковим чином синтезуються M штучних матриць парних порівнянь (M – 

задане число), кожний елемент якої  
l

ij
  (якщо 

ij
 існує), Ml ,1 , ji  , знахо-

диться випадковим чином, при обов’язковому виконанні умови 

*

*

*

*

j

i

ij

j

il

ij








 . 

Для кожної такої матриці знаходимо вектор Ml
l

,1,ˆ  , оцінок емпіричних ко-

ефіцієнтів з використанням задачі ЛП, розв’язком якої був вектор 
*

 . Відповідно [20], 

вектор 
*

  є обґрунтованим рішенням, якщо     Mld
l

,1,02.0,0ˆ
*

 , де 

 
*

*

*
ˆ











l

l

l
d , 

  – евклідова норма. 

Ефективність програмної реалізації запропонованого в [20] методу можна суттє-

во підвищити, якщо при реалізації пп. 2 та 4 наведеної вище методології використову-

вати асинхронні паралельні обчислювальні процеси, що статично управляються на ос-

нові першої чи другої комбінаторної моделі. Параметри управління часу розв’язання 

конкретної задачі лінійного програмування симплекс-методом статистично ефективно 

задається кількістю кроків симплекс-методу (3m, де m – кількість лінійних нерівностей) 

та часом виконання одного кроку, що залежить від кількості змінних задачі лінійного 

програмування. 
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2.3. Точний метод для важкорозв’язуваної одноетапної задачі комбінаторної 

оптимізації «Побудова допустимого розкладу, що мінімізує сумарне  

зважене випередження виконання робіт відносно їх директивних  

строків на одному пристрої, що працює без переривань» 

В [21] була сформульована наступна важкорозв’язувана одноетапна задача ком-

бінаторної оптимізації. На одному пристрої виконуються n робіт. Для кожної роботи j 

задані 
j

d  – директивний строк, 
j

l  – час виконання на пристрої, nj ,1 . Треба побуду-

вати допустимий (при якому жодний директивний строк не порушується) розклад  , 

для якого виконувалось би: при умові, що значення моменту запуску пристрою є мак-

симально великим (
max

s ), досягається 

  






n

j

jjj
Cd

1

min ,                                           (7) 

де  
j

C
 
– момент завершення виконання j-ї роботи, 0

j
 – експертний ваго-

вий коефіцієнт, nj ,1 . 

Як показано в [21], задача декомпозується на дві. Спочатку знаходиться  
max

s . 

Ефективний алгоритм його знаходження наведений в [22]. Потім при знайденому зна-

ченні 
max

s  знаходиться допустимий розклад, який задовольняє (7). Для знаходження 

цього розкладу в [21] запропонований модифікований метод «гілок і меж». Модифіка-

ція полягає в тому, що будується «ліс», що складається з «дерев», коренем кожного з 

яких є робота, що в допустимому розкладі може бути останньою. Приведено два теоре-

тично обґрунтовані правила відсікання гілок, що є наслідком властивостей сформульо-

ваної задачі. Перше випливає з того, що для двох робіт 
21

, ii , що стоять поруч в опти-

мальному розкладі: 

а) якщо 
12 ii

ll  , 
12 ii

 , то робота 
1
i  повинна стояти перед роботою 

2
i ; 

б) якщо 
12 ii

ll  , 
12 ii

 , то порядок виконання робіт 
1
i  та 

2
i

 
в оптимальному 

розкладі залежить від знаку нерівності: 
21 ii

l
  12 ii

l . 

Друге правило відсікання ґрунтується на необхідній і достатній умові допусти-

мого розкладу: якщо розклад, в якому роботи, починаючи з першої позиції, розташова-

ні в порядку за неспаданням величин їхніх директивних строків, є недопустимим, то 

допустимого розкладу не існує. 

Ефективність програмної реалізації методу може бути суттєво підвищена, якщо при 

побудові «лісу» кожне «дерево» будується незалежно від інших на окремому обчислюва-

льному процесорі. Для використання першої чи другої комбінаторної моделі статичного 

управління асинхронними паралельними обчислювальними процесами треба заздалегідь 
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на основі обчислювальних експериментів вивести статистично достовірну емпіричну за-

лежність кількості операцій побудови одного «дерева» як функції кількості робіт, тобто 

розмірності, сформульованої в п. 2.3. одноетапної задачі комбінаторної оптимізації. 

ВИСНОВКИ 

1. На основі критичного наукового аналізу методів статичного управління 

асинхронними паралельними обчислювальними процесами сформульовано дві 

важкорозв’язувані комбінаторні моделі статичного управління. 

2. Для їх розв’язання запропоновано використовувати ПДС-алгоритми та їх 

модифікації, створені проф. Павловим О.А. та його учнями для ефективної реалізації 

багаторівневої моделі календарного та оперативного управління дискретними 

виробничими системами з мережевим представленням технологічних процесів. 

3. Розглянуто теоретичні та практичні аспекти використання запропонованих 

моделей комбінаторної оптимізації статичного управління асинхронними 

паралельними обчислювальними процесами при програмній реалізації оригінальних 

методів розв’язання трьох прикладних задач. 
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