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Вступ
У станi економiчного спаду, що переживає на сьогоднi Україна, вини-

кає потреба у збiльшеннi продуктивностi працi з одночасним скорочен-
ням витрат на пiдготовку середовища. Особливо актуальним це питан-
ня постає у галузi видобування ресурсiв, де часто виникає проблема за-
безпечення прохiдностi транспортних засобiв. Перспективними, з точки
зору прохiдностi, є крокуючi апарати, але побудова транспортних засобiв
на їх основi має ряд труднощiв, зокрема — низька енергоефективнiсть
та висока складнiсть керування, що пов’язано з потребою формалiзова-
ного опису руху апарата на неоднорiднiй поверхнi.

Постановка задачi
На сьогоднi iснує багато моделей руху крокуючих апаратiв, що опи-

сують їх перемiщення на однорiдних поверхнях. Найбiльш точнi моде-
лi описують крокуючий апарат як об’єкт з антропним принципом руху
[1,4]. Однак, подiбна формалiзацiя супроводжується ускладненням мо-
делi та появою iнварiантностi у методах та моделях керування. Тому,
з метою математичної наглядностi, в бiльшостi наукових праць розгля-
даються спрощенi моделi руху, у яких процес руху та опис антропомор-
фного крокуючого апарата (АКА) здiйснюється методами активної ди-
намiки [2], якi враховують роботу приводiв та вплив гравiтацiї як не-
гативної складової керування. Очевидно, що такi моделi мають низьку
енергоефективнiсть, що суттєво впливає на можливiсть практичного їх
застосування. У зв’язку з цим, виникає потреба використання зовнiшнiх
сил, що дiють на АКА, як ефективної складової керування. Але методи-
ка керування АКА, в цьому випадку, описана не у повнiй мiрi [2,3,5,6].
Так, залишаються не вирiшеними задачi керування рухом АКА по по-
хилiй або неоднорiднiй поверхнi та забезпечення його стiйкостi.
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Формалiзацiя руху АКА на неоднорiднiй поверхнi
В момент зiткнення АКА зазнає колiзiї у керуваннi, що може призве-

сти до порушення циклу його руху або втрати рiвноваги. Одним з мо-
жливих методiв мiнiмiзацiї впливу даного фактору на систему керува-
ння АКА є розробка додаткового регулятора, на базi моделi керування,
для випадкiв перемiщення неоднорiдною поверхнею, який синтезовано
за принципом мiнiмального вiдхилення вiд номiнальних параметрiв за-
кону руху АКА. Спостереження змiни стану визначається за принципом
порушення “комфортностi” перемiщення АКА впродовж циклу руху.

Як вiдомо [1], рух АКА є циклiчним i складається з декiлькох фаз.
Перша фаза (початкова) розпочинається з стану спокою (рис. 1, a), i хара-
ктеризується двоопорною стiйкiстю (ДС) АКА. При цьому, проекцiя цен-
тру мас спiвпадає з поверхнею, яка визначається контуром опор АКА.
При цьому, проекцiя центру мас спiвпадає з поверхнею, яка визначає-
ться контуром опор АКА. Наступна фаза характеризується одноопорною
стiйкiстю АКА (рис. 1, b, d) коли проекцiя центру мас змiщується вздовж
напрямку його руху i спiвпадає з проекцiєю розвантаженої опори на по-
верхню перемiщення (ПП).

Рис. 1 – Фази руху крокуючого апарата. а. – початкова фаза; b. – фаза
першого кроку c. – двоопорна фаза d – одноопорна фаза

Пiсля цього знову настає фаза двохопорної, але вже динамiчної стiй-
костi (рис. 1, c), що супроводжується переносом центру мас АКА, для якої
характерна змiна величини сили реакцiї в опорах.

Узагальнена модель руху АКА, як твердого багатоланкового тiла,
описується системою [7]:

M(y)ÿ = h(ẏ, y) +BT τ (1)

де M(y) ∈ R(n×k) – матриця просторового положення апарата (n –
кiлькiсть ступенiв свободи; k – кiлькiсть ланок у складi АКА); y =
[y1, y2, . . . , yn]

T – вектор стану системи; h(ẏ, y) – зовнiшнi сили, що дiють
на АКА; BT – матриця керованих впливiв; τ – моменти в шарнiрах.
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Зауважуючи на те, що пiд час руху АКА контактує з ПП у певних
точках, якi накладають на рух його ланок обмеження, кiлькiсть яких
варiюється вiд m (для ОС) до 2m (для ДС), то в загальному випадку,
кiлькiсть ступенiв свободи АКА буде лежати в дiапазонi вiд k = n −m
до l − n− 2m.

Видiлимо наступнi основнi групи обмежень, якi описують всi можли-
вi безударнi фази руху АКА:

I група – реономнi обмеження, якi дiють на АКА у випадку, якщо
l − n− 2m;

II група – альтернативнi, якi можуть бути:
кутовi (для випадку ОС), коли параметри лiвої опори (L) обмеженi ре-

ономними параметрами m;
голономнi (для випадку ДС), коли обмеження дiють на розвантажену

опору дотичну до ПП;
III група – скеленомнi обмеження, якi дiють на навантажену опору (у

випадку ОС) або на розвантажену опору (у випадку ДС).
Означенi вище обмеження є основними i можуть бути представленi у

виглядi наступного рiвняння:

ϕ = min
[

ϕT
a , ϕ

T
b , ϕ

T
c ,
]T

= 0, (2)

де – найменша з диференцiальних функцiй; ϕa, ϕb, ϕc – вектори розмiр-
ностi l, m, k вiдповiдно. Тодi, рiвняння керування рухом АКА буде мати
наступний вигляд:

Mÿ = h+Bτ + CT
b λb + CT

c λc, (3)

Cc (ẏ, y, t) ÿ + Cc0

(

Ẏ , y, t
)

= 0, (4)

де λb = [λb1, λb2, . . . , λbm]T – обумовлена реакцiя на обмеження II гурпи;
Bτ – матриця керуючих впливiв за моментами; CT

c λc – обумовлена реа-
кцiя на обмеження III гурпи; λc – узагальненi обмеження, накладенi на

дотичну до поверхнi ланку АКА; [Cb]
T =

[

dϕb

dy

]T

i [Cc]
T =

[

dϕc

dy

]T

– змiнi

моментiв у шарнiрах.
У фазi ДС наявнiсть m дотичних до ПП точок накладає вiдповiднi

додатковi обмеження на перемiщення АКА. Данi обмеження формую-
ться у результатi дiї вiдповiдних m сил реакцiй опори. Величина сили
реакцiї розвантаженої опори АКА для випадку ДС становитиме λb, а
при переходi вiд фази ДС до фази ОС наближатиметься до нуля. Таким
чином, опора взаємодiє з ПП без будь яких зiткнень.

Для визначення кутового моментуτ , з n рiвнянь (3) отримаємо n −m
взаємозамiнних рiвнянь шляхом перемноження лiвих частин рiвнянь
(3) на ортогональну матрицю доповнень Dc. Таким чином, DcC

T
c = 0, де

Dc має розмiрнiсть (n−m)× n, а останнiй член рiвняння (3) — скорочує-
ться. Тодi, значення кутового моменту визначається умовою:
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τ =
(

DcB
T
)−1

Dc

(

Mÿ − h− CT
b λb

)

, (5)

а обмеження, накладенi реакцiєю опори, можна описати так:

λc (ẏ, y, t) = −
(

CcM
−1CT

c

)−1 [

Cc0 + CcM
−1
(

h+BT τ + CT
b λb

)]

(6)

Cc0 (ẏ, y, t) = −
[

Ċcẏ + d/dt (dϕc/dt)
]

.

Модель (6) наведена без врахування маси АКА та його тертя з поверх-
нею. Крiм того, дана модель змiнює вектор стану системи, який визна-
чається залежнiстю y = [xH , yH ,ΘR1,ΘR2,ΘR3,ΘL1,ΘL2,ΘL3,ΘT ]

T , k = 6,
m = 3, l = 3, де параметри рiвняння вказанi згiдно рисунка 2.

Рис. 2 – Схема зв’язкiв ланок, моменiв у шарнiрах та кутiв мiж ланками
АКА

Обмеження I групи задають траєкторiю руху ланки C1 (рис. 2) та по-
ложення корпуса АКА. У загальному випадку їх можна описати так:

ϕa = [xH − xH tann(t); yh = (h0 − xH tan γ) ;ΘT ] = 0 (7)

Тодi, обмеження II та III груп можуть бути поданi у виглядi:

ϕb,c =

[

xH + l1 sin θi1 + l2 sin θi2 − xAi;
yH − l1 cos θi1 − l2 cos θi2 − yAi; θi3 − (π/2 + γ)

]

= 0

де i визначає R або L; xAi i yAi – координати ланки C1 (рис. 2); γ – градi-
єнт нахилу ПП (додатнiй у випадку пiдйому та вiд’ємним для випадку
спуску); θi – кут нахилу ланок АКА до вектору гравiтацiї (рис. 2); l1, l2
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– довжини ланок АКА (рис. 2). При цьому кiлькiсть обмежень n = 3 i
m = 3 для кожної ланки i l = 3 для корпуса.

Координати ланки C1 для першого кроку визначаються з рiвняння
xHn(t) = a5t

5+a4t
4+a3t

3 з врахуванням градiєнтних обмежень xHn(0) =
ẋHn(0) = ẍHn(T0), xHn(t0) = s0 , ẋHn(t0) = v0 i ẍHn(T0) = 0; T0 i s0 –
перiоди i довжина першого кроку. Для всiх наступних крокiв швидкiсть
перемiщення ланки C1 (рис. 2) v0 постiйна i подана у видi xHn(t) = s0 +
v0(t− T0), де T0 = Tss + Tds, sd = v0TDS i ss = v0Tss, TDS i TSS – перiод ДС
i ОС фаз – вiдповiдно. Наступнi фази руху АКА описуються аналогiчно.

У випадках голономних та скеленомних обмежень xAi буде констан-
тою, вiдмiнною вiд нуля, а yAi = 0. Для реономних обмежень, положен-
ня ланки C1 по осi X визначається виразом xAin(t) = b5t

5 + b4t
4 + b3t

3 +
b2t

2 + b1t + b0. Коефiцiєнти в даному виразi вибираються таким чином,
щоб задовольнити умови:

xAin(Tss1) = 0;
z < 3;
xAin(Tss1) = (z − 2)s;
ẋAin(Tss1) = ẍAin(Tss1) = 0;
aAin(Tss3) = zs;
ẋAin(Tss3) = ẍAin(Tss3) = 0,

де z – номер поточного кроку, Tss1 – час вiд початку поточної ОС фази,
для якої виконується умова Tss3 = Tss1 + Tss.

Координати ланки C3 (рис. 2) по осi X можуть бути отриманi з рiвня-
ння xAi = xAin(t).

Фаза двоопорної динамiчної стiйкостi складiається з двох складових.
Перша складова задається рiвнянням
yAin(t) = c5t

5+ c4t
4+ c3t

3+ c2t
2+ c1t+ c0, за умови виконання рiвнянь:

yAin1(Tss1) = ẏAin1(Tss1) + ÿAin1(Tss1) = 0, yAin1(Tss2) = hA;
ẏAin1(Tss2) = ÿAin1(Tss2) = 0.

де Tss2 = Tss1 + 0.5Tss – час у серединi поточного кроку.
Тодi друга складова визначається рiвнянням:
yAin2(t) = d5t

5+d4t
4+d3t

3+d2t
2+d1t+d0, при умовi виконання рiвнянь:

yAom2(Tss2) = hA, ẏAin2(Tss2) = ÿAin2(Tss2) = 0;
TAi(Tss3) = ẏAin2(Tss3) = ÿAin2(Tss3) = 0.

Координати ланки C3 (рис. 2) по напряму Y отримується з рiвняння:

yAi = yAin1(t) + xAin(t) tan γ, t ∈ [Tss1, Tss2]
yAi = yAin2(t) + xAin(t) tan γ, t ∈ [Tss2, Tss3]

(8)

Тодi, матрицi Cc

i Dc для рiвнянь (5,6) визначаються з рiвняння (9) у виглядi:

Cc =
1 0 l1 cos θR1 l2 cos θR2 0 0 0 0 0
0 1 l1 sin θR2 l2 sin θR2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

(9)
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Dc =

−l1 cos θR1 −l1 sin θR1 1 0 0 0 0 0 0
−l2 cos θR2 −l2 sin θR2 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

(10)

Рiвняння (10,11) дiйснi при наявностi обмежень III групи, що накла-
денi на закон перемiщення правої опори АКА (R), тобто для випадку,
коли права опора АКА дотикається до поверхнi у фазах руху ДС i ОС.
У iншому випадку, коли лiва опора (L) дотикається до поверхнi, стовпцi
3-5 i 6-8 рiвнянь (10,11) взаємно замiнюються. Окрiм того, очевидно, що
у випадку голономних обмежень, накладених на опору L, здiйснюється
модифiкацiя матрицi Cc до виду:

Cc =
1 0 0 0 0 l1 cos θL1 l2 cos θL2 0 0
0 1 0 0 0 l1 sin θL1 l2 sin θL2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0

(11)

У випадку накладення тих же обмежень на опору R виконуються
вiдповiднi змiни у рiвняннi 11 до виду рiвняння 12.

Обмеження довiлної поверхнi на перемiщення опор L та R зада-
ються у виглядi λbn(t) = (λb0/2) [1 + cos(πt/TDS)] . Параметри λb =

[FbiT , FbiN ,Mbi]
T , i = R,L показанi на рис. 3, де FbiN i FbiT

Рис. 3 – Параметричнi обмеження довiльної поверхнi на перемiщення
ланки C3

Тодi, якщо λb0 мiстить значення реакцiї опори на початку фази ДС,
то t – задає фактичний час фази руху.

Значення сили реакцiї опори у випадку обмежень III групи визна-
чатиметься з рiвнянь 6 у виглядi: λc = [FciT , FciN ,Mci]

T , i = R,L , де
FciN i FciT є такими ж реакцiями, що i у випадку наведеному ранiше у
обчисленнях.

Траєкторiї ланок C1, C2, C3 (рис. 2), описаних рiвнянням (8), задається
параметрами вектора стану апарата:, s0 = ss = 0.12m, s = sd = 02m,
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v0 = 0.4m/s, T0 = 0.5s, h0 = 0.55m, hA = 0.05m, згiдно з даними в таблицi
1.

Таблиця 1
Параметри конструкцiї дослiджуваного АКА

параметри 1 ланка ( C1 ) 2 ланка ( C2 ) 3 ланка ( C3 )
mj 5kg 2.25kg 0.5kg
Jj 0.1 kg*m2 0.1 kg*m2 0.006 kg*m2
lj 0.3 0.35m –
cj 0.07 0.15m 0.05m
mT 15 – –
JT 1 – –
cT 0.2 m – –

Координати положення ланок визначаються за допомогою дев’яти
нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь (2) та метода чисельної iтерацiї.

Похiднi координат положення АКА отримують з диференцiйної фор-
ми рiвняння 2. Пiсля визначення диференцiйної форми визначаються
обмеження, що некладенi на ланки. Потiм визначається значення куто-
вого моменту та сили реакцiї опори, визначаються шляхом вирiшення
алгебраїчних рiвнянь 5, 6 — вiдповiдно. В результатi отримаємо форма-
лiзацiю АКА для випадкiв a− d фаз руху (рис. 1).

Було проведено експеримент перемiщення АКА трьома типами повер-
хонь по п’ять крокiв на кожнiй. Перша поверхня мала схил на 10o у
площинi рискання, друга поверхня — без змiни висоти, а третя поверх-
ня з пiдйомом на 10o. На рис. 4 показано змiщення ланки C3 (рис. 2) для
випадку трьох типiв ПП у сагiтальнiй площинi.

Рис. 4 – Перемiщення ланки C3 у випадках руху спуском (а), прямою
площиною (b) та пiдйомом (с)

На рис. 5 зображено керування АКА за моментом i силою реакцiї опо-
ри, з якої видно, що максимальне значення моментiв у шарнiрах дося-
гається пiд час пiдйому похилою площиною, тодi, як рух без нахилу та
спуск мають мiнiмальнi значення моментiв, що свiдчить про їх низьку
енергоємнiсть, зокрема для ОС фази руху.

Зважаючи на те, що кiнематична енергiя еквiвалента сумi робiт по
її перемiщенню та дотриманню рiвноваги, робота приводiв АКА може
бути розрахована так:
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Рис. 5 – Керування лiвою та правою опорами за моментом та силою в
опорi

W (t) =

∫

|umω| dt, [t0, t1], (12)

де um = [τR1 + τR2 + τR3 + τL1 + τL2 + τL3] – вектор вiдносних кутових
швидкостей у шарнiрах; [t0, t1] – iнтервал часу на один крок.

Тодi, загальнi енергетичнi витрати на один крок АКА визначаються
так: Wtotal(t) = RR1(t) +RR2(t) +RR3(t) +RL1(t) +RL2(t) +RL3(t).

Параметр P = |umω| є механiчною потужнiстю, яка не потребує ефе-
ктивної роботи приводiв та здiйснюється засобами пасивної динамiки,
а енергетичнi затрати на активному етапi перемiщення АКА незалежнi
вiд поверхнi, що проiлюстровано на рис. 6.

Рис. 6 – Енергетичнi затрати на ефективному етапi руху у випадках
спуску, перемiщення та пiдйомом - вiдповiдно

Висновки
Проведенi в роботi дослiдження показали, що використання пасив-

ної динамiки для забезпечення руху АКА є бiльш енергоефективними
нiж активної динамiки, та при цьому забезпечує дотримання динамi-
чної рiвноваги пiд час руху АКА на довiльнiй поверхнi.
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