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Аннотация: Рассмотрена задача оптимального управления системами с после-

действием. Предложен метод фиктивной координаты, позволяющий свести исхо-

дную систему с последействием к системе обыкновенных дифференциальных урав-

нений и уравнений переноса, для которых применимы известные методы оптимиза-

ции. Продемонстрировано практическое использование метода фиктивной коорди-

наты на примере решения задачи оптимального управления автономной отопитель-

ной системой производственного помещения. Метод обобщен на системы с нестаци-

онарным запаздыванием и системы с несколькими процессами, обладающими после-

действием.
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Введение
В последнее время решению задач оптимального управления систе-

мами с последействием уделяется большое внимание. Это обусловлено
появлением большого количества технологических процессов, связан-
ных с рециркуляцией материальных потоков, перемешиванием реаген-
тов жидкой и газообразной среды и др. Задачу оптимального управле-
ния для некоторых простых систем с постоянным временем задержки
можно решить на основе методов вариационного исчисления, принципа
максимума или динамического программирования, распространив их
на системы дифференциально-разностных уравнений с отклоняющим-
ся аргументом [1]. Примеры решения некоторых частных задач для си-
стем второго порядка приведены в [2] и [3]. Однако в общем случае,
в частности, для систем более высокого порядка синтез оптимального
управления вызывает принципиальные трудности в получении точно-
го или приближенного решения. Это приводит к необходимости перехо-
да к системам, эквивалентным исходным системам с последействием.

Постановка задачи
Для системы, описываемой дифференциально-разностным уравне-

нием вида

dx(t)

dt
= f(x(t),x(t− τ ),u(t), t) (1)

с начальным условием

x(t) = x0(t), t ∈ [−τ, 0], (2)
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где τ – чистое запаздывание, необходимо построить эквивалентную ей
систему без запаздывания.

Метод фиктивной координаты
Перейдем от записи (1) и (2) к системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений и уравнений в частных производных [4]:

dx(t)

dt
= f(x(t),z(t),u(t), t) (3)

dy(t, θ)

dt
+
dy(t, θ)

dθ
= 0. (4)

с начальными и граничными условиями:

x(0) = x0(0),
y(0, θ) = y0(θ), θ ∈ [0, τ ],
y(t, 0) = x(t), t ∈ [0, T ],

z(t) = y(t, τ ), t ∈ [0, T ],

(5)

где y0(θ) = x0(−θ), T – время управления.
Подставляя решение y(t, τ )уравнения (4) в соотношение (3), нетрудно

убедиться в эквивалентности этих представлений. Переменная θи ве-
ктор y(t, θ) выполняют роль фиктивной координаты и вектора состоя-
ния для случая, когда в системе, определяемой уравнением (1), отсут-
ствует чистое запаздывание.

Преимущества такого определения очевидны, так как уравнение (4)
можно применить для описания более общих процессов систем с откло-
няющимися аргументами. Для этого достаточно ввести в это уравнение
некоторый множитель g(t, θ) и соответствующим образом изменить пра-
вую часть, чтобы получить уравнение вида:

dy(t, θ)

dt
+ g(t, θ)

dy(t, θ)

dθ
= h(y(t, θ),w(t, θ), t, θ), (6)

t ∈ [0, T ], θ ∈ [0, τ ]

с теми же начальными и граничными условиями (5) и сохранить пре-
жнюю систему обыкновенных дифференциальных уравнений (3). Урав-
нение (6) известно как линейное уравнение перенос [5]. Здесь x(t) – n-
мерный вектор состояния системы с сосредоточенными параметрами,
y(t, θ) – n-мерный вектор состояния процесса с чистым запаздыванием,
z(t) = y(t, τ ) – n-мерный выход, который одновременно является вхо-
дной переменной для системы (3), u(t) – r-мерный вектор управления
системой с сосредоточенными параметрами и w(t, θ) –s-мерный вектор
управления чистым запаздыванием (рис. 1).

Предполагается, что функции f(·) и h(·) имеют непрерывные вторые
производные по всем аргументам и удовлетворяют условиям Липшица.
Функция g(t, θ) непрерывна и, кроме того, g(t, 0) > 0, g(t, τ ) > 0. Произво-
дная вектор-функции f(·) по векторной переменной z(t) не зависит явно
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Рис. 1 – Схема системы с последействием

от вектора управления u(t). Допустимые кусочно-непрерывные управ-
ления u(t) и w(t, θ) принимают значения в заданных выпуклых обла-
стях u ∈ U , w ∈ W . Можно показать, что для заданных векторов допу-
стимых управлений u(t) и w(t, θ) траектории x(t) и y(t, θ) однозначно
определяются своими начальными и граничными условиями.

Использование метода фиктивной координаты покажем на приме-
ре решения задачи оптимального управления отопительной системой
производственного помещения (рис. 2).

Рис. 2 – Система управления температурой с последействием

Отопительная система работает следующим образом. Температура в
батареях отопления регулируется путем подогрева в бойлере и цирку-
ляции жидкости между батареями отопления и бойлером. Учитывая
потери тепловой энергии в батареях отопления и в процессе теплоотда-
чи циркулирующей по трубам жидкости, можем записать следующую
систему дифференциально-разностных уравнений с последействием:

dx1(t)
dt

= k1[x1(t)− T 0
внеш] + k2[x2(t− τ )− x1(t)],

dx2(t)
dt

= kuuнагр − k3[x2(t)− x1(t− τ )]
(7)
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при заданных граничных условиях:

x1(0) = x2(0) = 0,

x1(T ) = x2(T ) = T 0
зад.

Цель оптимального управления состоит в том, чтобы в конечный мо-
мент времени t = T при минимальных затратах вводимой тепловой
энергии свести к минимуму отклонение температуры в батареях ото-
пления от заданной температуры T 0

зад. Для такой постановки задачи
функционал стоимости определяется выражением:

I = [x1(T )− T 0
зад] +

T
∫

0

cu2
нагр(t)dt. (8)

Также будем считать, что температура в батареях отопления и в бой-
лере на интервале времени [−τ, 0] равнялась нулю, что соответствует ре-
альному состоянию отопительной системы помещения до начала рабо-
ты.

Перейдем от записи (7) к записи вида (3)–(4):

dx1(t)
dt

= −k1[x1(t)− T 0
внеш] + k2[z2(t)− x1(t)],

dx2(t)
dt

= kuuнагр − k3[x2(t)− z1(t)],
dy1(t,θ)
dt

+ k4
dy1(t,θ)
dθ

= −k5[y1(t, θ)− T 0
внеш],

dy2(t,θ)
dt

+ k4
dy2(t,θ)
dθ

= −k5[y2(t, θ)− T 0
внеш]

(9)

при граничных условиях:

y1(0, θ) = 0, y2(0, θ) = 0,
y1(t, 0) = x1(t), y2(t, 0) = x2(t),

(10)

где: z1(t) = y1(t, θ), z2(t) = y2(t, θ), x1(t), x2(t) – температура соответствен-
но в батареях отопления и в бойлере; y1(t, θ) и y2(t, θ) – температура в
трубопроводах; uнагр – вводимое тепло (0 6 uнагр 6 umax); T 0

внеш – внешняя
температура; ki – константы. В качестве метода оптимизации восполь-
зуемся принципом максимума [5].

Для уравнений системы (9) и (10) составим гамильтонианы:

Hψ = ψ0cu
2(t) + ψ1[−k1(x1(t)− T 0

внеш)+
k2(y2(t, τ )− x1(t))] + ψ2[kuuнагр − k3(x2(t)y1(t, τ ),

(11)

Kψ = −ϕ1k5[y1(t, θ)− T 0
внеш]− ψ2k5[y2(t, τ )− T 0

внеш], (12)

где ψi и ϕj – вспомогательные переменные.
В этом случае система сопряженных уравнений и граничные усло-

вия имеют вид:

dψ0(t)
dt

= 0, dψ1(t)
dt

= (k1 + k2)ψ1(t)− k5ϕ1(t, 0),
dψ2(t)
dt

= k3ψ2(t)− k5ϕ2(t, 0),
ψ0(T ) = −c, ψ1(T ) = −2(x1(T )− T 0

зад, ψ2(T ) = −0.

(13)
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∂ϕ1
∂t

+ k4
∂ϕ1
∂θ

= k5ϕ1;
∂ϕ2
∂t

+ k4
∂ϕ2
∂θ

= k5ϕ2,

ϕ1(t, τ ) =
k3
k4
ψ2(t);ϕ2(t, τ ) =

k2
ku
ψ1(t),

ϕ1(T, θ) = 0;ϕ2(T, θ) = 0; t ∈ [0, T ]; θ ∈ [0, τ ].

(14)

Так как оптимальное управление должно обеспечивать максимум га-
мильтониана, следовательно

uopt(t) =







0, если ku
2c
ψ2<0,

ku
2c
, если0 < ku

2c
6 umax,

umax, если ku
2c
> umax.

(15)

Для определения траектории ψ2 необходимо, используя формулу
оптимального управления (15), решить совместно вспомогательные
уравнения (13), (14) и уравнения (9), (10). Совместное решение указанных
уравнений является решением краевой задачи. В общем случае реше-
ние таких задач требует применения методов вычислительной матема-
тики [5].

В данном случае можно предложить следующую итерационную про-
цедуру.

Шаг 1. Задать некоторое начальное значение x1(T ) и вычислить
ψ1(T ) = 2− 2(x1(T )− T зад

0 ).
Шаг 2. Проинтегрировать сопряженную систему уравнений (13) в

обратном времени от t = T до t = 0 и определить ψ2(t) и ψ1(t).
Шаг 3. Из (15) определить uопт(t).
Шаг 4. Подставив найденное значение uопт(t) в (19) и проинтегриро-

вав данную систему от t = 0 до t = T , определить новое значение x1(T ).
Шаг 5. Если найденное значение x1(T ) отличается от заданного пер-

воначально, переходим к шагу 1. Если же они близки (с заданной степе-
нью точности), то найденное управление является оптимальным.

Используя метод фиктивной координаты, описанный выше, систе-
мы с нестационарным запаздыванием, заданные дифференциально-
разностным уравнением

dx(t)

dt
= f(x(t),x(t− τ1(t)),x(t− τ2(t)), . . . ,x(t− τm(t))u(t)) (16)

можно также привести к виду

dx(t)
dt

= f(x(t), z1(t), z2(t), . . . , zm(t),u(t), t),
dyj (t,θj)

dt
+ gj(t, θj)

dyj(t,θj)

dθj
= hj(yj(t, θj),wj(t, θj), t, θj)

(17)

при j = 1, m; t ∈ [0, T ]; θj ∈ [0, τj ] и начальными и граничными условия-
ми

x(0) = x0(0),
yj(0, θj) = yj0(θj)приθj ∈ [0, τj ],
yj(t, 0) = x(t)приt ∈ [0, T ],
z(t) = yj(t, τj)t ∈ [0, T ]; θj ∈ [0, τj ]

(18)
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выбрав соответствующим образом функции g
(
jt, θ)иh

(
jt, θ)

gj(t, θj(t)) =
τj(t)−θj(t)

dτj(t)

dt

τj(t)
,

hj(t, θj(t)) = 0.
(19)

Эквивалентность соотношений (16), (17) и (18), (19) следует из условий
y
(
jt, θj) = x(t− θjτj(t)), j = 1, m.

Заключение
Предложенный метод фиктивной координаты позволяет применить

стандартный аппарат методов оптимизации к системам с последей-
ствием, заменив последнюю эквивалентной ей системой обыкновенных
дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных, в
которых отсутствует чистое запаздывание.
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