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Введение
Решение задач синтеза оптимальных по расходу топлива управлений

значительно сложнее задач максимального быстродействия [1,2]. Многое
зависит от правильного выбора функционала, т.к. при некоторых усло-
виях может вообще не существовать, либо существовать так называемое
ε–оптимальное управление с бесконечным временем перехода. Для вы-
бранного в данной статье функционала оговариваются особые условия
существования оптимального решения. В статье предлагается достато-
чно простой алгоритм решения оптимальной задачи на базе функций
Уолша.

Постановка задачи
Пусть линейная нестационарная динамическая система описывается

уравнением вида


ẋ1 (t) = a (t) x2 (t)
ẋ2 (t) = b (t) u (t)

. (1)

Данной системой можно описать, например, посадку лунного модуля
на поверхность Луны. Тогда x1 – высота над поверхностью, x2 – скорость
сближения с поверхностью.

Необходимо перевести систему вида (1) из заданного начального со-
стояния

`
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´

в заданное конечное состояние (0, 0) и минимизировать
функционал

I(u) =

T
Z

0

|u (t)| dt, (2)

где |u (t)| и T задано.

Решение задачи
Пусть коэффициенты a (t) и b (t) представляют собой известные фун-

кции времени, монотонные, знакопостоянные, с ограниченными прои-
зводными. В этом случае, полная последовательность управлений будет
(u0, u,−u0), где u0 = ±1 [1].
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Отсюда, задача оптимального программного управления сводится к
определению моментов переключения управления t1 и t2 из заданного
интервала [0, T ].

Следует отметить, что для некоторых областей начальных усло-
вий могут существовать более короткие последовательности управлений
(0,−u0) и (−u0). Кроме того, если T 6 Tmin, где Tmin – время системы (1),
оптимальной по быстродействию, то оптимальное по расходу топлива
управление не существует.

При движении системы (1) на интервале [0, t1] с управлением u0 в
момент времени t1 будет иметь следующие значения переменных x1 (t) и
x2 (t):
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. (3)

Движение системы (1) на интервале [t1, t2] начинается с точки
`

x1
1, x

1
2

´

при управлении u (t) = 0 и заканчивается в момент времени t2 при сле-
дующих значениях x1 (t) и x2 (t):



x2 (t2) = x1
2 = x2

2

x1 (t2) = x1
2 (t2 − t1) + x1

1 = x2
1

. (4)

Наконец, при движении на последнем интервале управления [t2, T ]
при управлении u (t) = −u0 будем иметь следующие значения перемен-
ных x1 (t) и x2 (t):
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x2 (T ) = 0 = −u0
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R

t2

b (t) dt + x2
2

. (5)

Решение системы уравнений (5) с учетом (3) и (4) относительно неизве-
стных моментов t1 и t2 в аналитическом виде в общем случае не представ-
ляется возможным. Для ее решения предлагается использовать аппарат
функций Уолша [3].

Введем масштаб времени τ = t
T

, где τ ∈ [0, 1]. Тогда система (1) запи-
шется в виде:



ẋ1 (t) = a′ (τ )x2 (τ )
ẋ2 (t) = b′ (τ )u (τ )

, (6)

где a′ (τ ) = Ta
`

t
T

´

b′ (τ ) = Tb
`

t
T

´

.
Запишем приближение a′ (τ ) и b′ (τ ) на системе функций Уолша:

a′ (τ ) =
m−1
X

i=0

c
(1)
i Φi (τ ); b′ (τ ) =

m−1
X

i=0

c
(2)
i Φi (τ ),
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где

c
(1)
i =

1
Z

0

a′ (τ )Φi (τ )dτ ; c
(2)
i =

1
Z

0

b′ (τ )Φi (τ )dτ.

Здесь число слагаемых m выбирается из условия наилучшего равно-
мерного приближения
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где ε – наперед заданная точность аппроксимации.
Из свойств аппарата функций Уолша известно [3], что при интегри-

ровании и умножении функций Уолша мы остаемся в классе функций
Уолша, т.е.
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Отсюда систему (5) можно записать в виде
(

ε > −u0D
(3)
m Φm (1) − u0x

2
2 (1 − τ2) + x2

1

ε > −u0D
(2)
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2

, (7)

где
(

x2
2 = x1

2 = u0D
(2)
m Φ(τ1)

x2
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1 + x1
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(3)
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1

. (8)

Решение системы (7) относительно неизвестных τ1 и τ2 осуществляе-
тся по следующему алгоритму (рис. 1). Следует отметить, что алгоритм
автоматически просматривает и короткие последовательности управле-
ний.

Решение может быть не найдено, если неправильно выбрано значение
начального управления, область начальных условий или время управ-
ления T , потому в алгоритм необходимо внести коррективы.

Выводы
Предложенный алгоритм позволяет избежать необходимости реше-

ния трансцендентных уравнений для определения моментов переклю-
чения τ1 и τ2. Точность определения моментов переключения зависит от
числа слагаемыхm. Алгоритм легко обобщается на другие системы вто-
рого порядка.
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Рис. 1 – Блок-схема алгоритма определения оптимальных моментов пе-
реключения
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