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Анотацiя: Виконано аналiз процесу очищення газових сумiшей у циклон-

них камерах. Сформульовано математичну модель динамiки руху сумiшi, ен-

тальпiї та гiдравлiчного тиску у циклоннiй камерi iз закрученими потоками су-

мiшi як систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь математичної фiзики. За-

пропоновано числово-аналiтичний метод розв’язання системи квазiлiнiйних

рiвнянь руху газоповiтряної сумiшi та ентальпiї. Виконано комп’ютерне моде-

лювання розроблених алгоритмiв.

Ключовi слова: Ключовi слова: ентальпiя, закрученi потоки, рiвняння

Нав’є—Стокса, iтерацiйний процес, iнтегральнi перетворення, ланцюговi дро-

би, функцiї Бесселя.

Циклоннi камери широко використовують як сепаратори або як
апарати для вiдокремлення частинок у рiдинно-газових потоках
завдяки їх простої конструкцiї та низької вартостi. Завдяки до-
сягненням у визначеннi рiзних частин циклонiв стало можливим
класифiкувати частинки пилу iз дiаметром меншим за мiкрони. Цi
досягнення ґрунтуються на моделюваннi тривимiрних рiвняннях
переносу (рiвняннях Нав’є—Стокса), руху частинок, температури
та статичного тиску.

У циклонах осаджування сухої золи здiйснюється пiд впливом
вiдцентрового ефекту. При надходженнi через тангенцiальний па-
трубок 1 (рис. 1, [1]) або лопатки, що закручують 6, частинки вiд-
тискуються до внутрiшнiх стiнок корпусу 3, i внаслiдок втрати
швидкостi випадають в iндивiдуальнi 4 або загальнi 7 бункери-
накопичувачi (у батарейних циклонах) i потiм по трубопроводам
5 вiдводяться у системи транспортування золи. Очищений газ по
трубам 2 виводиться у газоходи або збiрнi камери. Вiдцентровий
ефект сильнiше проявляється у крупних частинках. Зi збiльше-
нням розмiру частинок i зменшенням дiаметру циклону ефектив-
нiсть очищення збiльшується.

Шлях до пiдвищення ефективностi очищення газових сумiшей
у циклонних камерах полягає у визначеннi динамiки руху сумiшi,
ентальпiї, гiдравлiчного тиску у камерi.

Основна особливiсть закручених потокiв, [2], – це розмiрне спiв-
вiдношення двох (осьової i тангенцiальної), а у деяких випадках i
трьох складових швидкостi, а також наявнiсть радiального i осьо-
вого градiєнтiв тиску. За помiрної i сильної закрутки газових пото-
кiв осьова швидкiсть бiля стiнки значно перевищує розхiдне зна-
чення, а бiля осi утворюється “провал”, або зона зворотних течiй.
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Рис. 1 – Циклоннi пиловловлювачi

Завдяки силам в’язкостi здiйснюється неперервне змiнювання
структури закрученого потоку за довжиною каналу аж до повного
виродження обертового руху. Тому у таких умовах не iснує стабi-
лiзованої закрученої течiї. Внаслiдок зменшення iнтенсивностi за-
крутки за довжиною каналу статичний тиск на стiнцi зменшує-
ться, а у при осьовiй областi збiльшується. В областi бiля стiнки
при цьому наявна течiя iз вiд’ємним градiєнтом тису, а у зонi бi-
ля стiнки – iз додатним, що суттєво вiдрiзняє закручений потiк вiд
осьового. Нерiвномiрнiсть поведiнки закрученого потоку за довжи-
ною каналу є причина ускладнення механiзму процесiв, якi протi-
кають у такому потоцi, i труднощiв виявлення закономiрностей, що
управляють цими процесами. Характерна особливiсть закручених
потокiв також є радiальний градiєнт статичного тиску. Суттєвi ра-
дiальнi градiєнти осьової i обертальної швидкостей, статичного ти-
ску сприяють виникненню iнтенсивних турбулентних пульсацiй.

Завихрителi, що використовують на практицi, класифiкують
за рiзними ознаками: за способом закрутки, характером закрутки,
протяжностi пристрою, що закручує. За повної закрутки на вхо-
дi у трубу розташовують пристрiй, що закручує, завдяки якому
виникає тангенцiальна складова швидкостi по усьому поперечно-
му перетину труби. До таких пристроїв належать завихрителi
двох типiв. До першого iз них належать завихрителi, в яких по-
току надається тангенцiальний (обертальний) рух, що перетворю-
ється у межах вихiдного патрубку завихрителя у поступально-
обертальний рух. Це – завихрителi тангенцiального, улиткового i
тангенцiально-лопаткового типiв.

Розподiл повної u i тангенцiальної uφ швидкостей практично
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збiгається за всiєю довжиною циклонної камери. При збiльшеннi
радiусу камери тангенцiальна складова швидко спочатку збiль-
шується до свого максимального значення u0

ϕ, а потiм зменшується.
Цей розподiл обумовлює характерний для циклонних камер розпо-
дiл статичного тиску, що має максимум у стiнки камери i зменшу-
ється до її осi, приймаючи вiд’ємне значення.

Система рiвнянь, яка описує розповсюдження швидкостей, тем-
ператур i концентрацiй у закручених потоках, зручно подати у ци-
лiндричнiй системi координат. За припущення про iснування ко-
ефiцiєнтiв турбулентного обмiну тривимiрнi рiвняння мають ви-
гляд [3]:
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(6)
Для системи рiвнянь (1) – (5) в областi
D = D ∪ S = {0 6 r 6 R, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 H, t > 0} формулюю-

ться вiдповiднi початковi та межовi умови:

vr|t=0 = µ1(r,ϕ, z); vϕ|t=0 = µ2(r, ϕ, z); vz|t=0 = µ3(r,ϕ, z);
h|t=0 = µ0(r, ϕ, z); c

∗|t=0 = µ4(r,ϕ, z)
(7)

vr|S = ξ1(t); vϕ|S = ξ2(t); vz|S = ξ3(t); h|S = ξ0(t); c∗|S = ξ4(t) (8)
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Приймемо, на першому етапi, що коефiцiєнт µef приймає ефе-
ктивне значення, що дорiвнює сумi молекулярної µ(T ) i турбулен-
тної µt в’язкостей, яку позначимо як µ∗. Також вважатимемо ρ =
const. Залежнiсть молекулярної в’язкостi вiд температури часто по-
дається у виглядi емпiричних залежностей, якi отримують шля-
хом узагальнення експериментальних даних. Так, формула Сатер-
ленда [3] має вигляд

µ(T ) = µ0
273− C

T + C

(

T

273

)3/2

,

де C– безрозмiрний коефiцiєнт, що залежить вiд виду газу; T– аб-
солютна температура.

Задача (1)–(8) – нелiнiйна крайова задача. Числовим методам
розв’язання задач аеродинамiки i теплообмiну у циклонних каме-
рах присвячена значна кiлькiсть наукових публiкацiй [3,4], у пе-
реважнiй бiльшостi яких моделювання руху сумiшей виконується
за припущення сталостi складових швидкостi їхнього руху. Такий
пiдхiд має сенс при визначеннi геометричних параметрiв при про-
ектуваннi циклонних камер.

Необхiднiсть коректного визначення складових швидкостi та
температури як функцiй просторових координат та часу пов’яза-
на iз вирiшенням задачi оптимального роздiлення сумiшi газових
потокiв у циклоннiй камерi.

Математичне моделювання розподiлу компонент швидкостi ру-
ху сумiшi та її температури будемо виконувати за iтерацiйною схе-
мою [6]. Подамо систему рiвнянь (1)-(6) у такому виглядi:
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Згiдно iз iтерацiйною схемою на першiй iтерацiї вiдшукується
розв’язання лiнiйної частини крайової задачi iз початковими та ме-
жовими умовами (7),(8).
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Застосування iнтегральних перетворень до рiвняння (14) iз ме-
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виглядi

Φ(αΦ
j , β

Φ
jk, λ

Φ
jkl, p) =

=

R
∫

0

Jk

(

λΦ
jklr

)

2π
∫

0

ζk
(

βΦ
jkϕ
)

H
∫

0

sin
(

αΦ
j z
)

[

cΦjkl −RΦ
jkl

p+ θΦjkl
+

RΦ
jkl

p

]

rdrdϕdz.

(15)

У просторi оригiналiв розв’язання у лiнiйному наближеннi отри-
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де cΦj,k,l – значення iнтегральних перетворень функцiй µk(r,ϕ, z)
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Тут p – оператор Лапласа (iнтегральне перетворення за часом).
Подальшi дiї проiлюструємо на прикладi функцiї
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Задача полягає у визначеннi iнтегральних перетворень вiд нелi-

нiйної частини (Nur ) рiвняння (9), тобто вiд наведеного вище вира-
зу iз урахуванням отриманих розв’язань у лiнiйному наближеннi
u
(0)
r (r, ϕ, z, t), u

(0)
ϕ (r, ϕ, z, t), u

(0)
z (r, ϕ, z, t), T (0)(r, ϕ, z, t).

В [3] викладено метод розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь,
що описують рух закручених потокiв у циклонних камерах цилiн-
дричної форми з метою визначення ступеню очистки повiтряної су-
мiшi вiд твердих домiшкiв (очистка повiтря).

Щоб з’ясувати сутнiсть проблем, якi виникають при застосуван-
нi скiнченних iнтегральних перетворень за просторовими змiнни-
ми та перетворенням Лапласа за часовою змiнною, запишемо вираз
для конвективної складової рiвняння (9). Маємо:

Nur
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∑

jkl

dJk′ (δ
ur
j′k′l′

r)

dr
ζur
k

(

βur
jk ϕ

)

ζur

k′

(

βur

j′k′ϕ
)

×

× sin
(

αur
j z
)

sin
(

αur

j′ z
)[

(

cur
jkl −Rur
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(19)
Згiдно iз загальною схемою iтерацiйного процесу для пошуку

розв’язання у другому наближеннi треба застосувати до виразу (19)
скiнченнi перетворення за просторовими змiнними z, ϕ, r.

N
ur

cn (αj , βjk, δjkl, t) =

=

R
∫

0

Jk (δjklr) ζk (βjkϕ) sin (αjz)N
ur
cn (r,ϕ, z, t) rdrdϕdz. (20)
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Бачимо, що виконання iнтегрального перетворення за змiнною
rпотребує обчислення iнтегралу вiд добутку трьох функцiй Бессе-
ля або їх похiдних. Вiдомо, що такi iнтеграли не обчислюються у
квадратурах. Числове iнтегрування також не дає задовiльного ре-
зультату внаслiдок того, що прагнення досягти принадну точнiсть
за рахунок збiльшення кiлькостi членiв у степеневих рядах, а це,
своєю чергою, призводить до значних арифметичних похибок. То-
му виникає потреба у розробцi алгоритму iнтегрування, вiльного
вiд перелiчених недолiкiв. У [6] запропоновано ефективний алго-
ритм вирiшення цiєї задачi, що ґрунтується на апроксимацiї фун-
кцiй Бесселя дробово-рацiональними виразами. Так, наприклад,
функцiї Бесселя нульового та першого порядкiв апроксимуються
такими дробово-рацiональними виразами.

J0(x) ≈
679310 + 65794x

179.3 + 16.79x + x2
+

−506130 − 79342x

164.03 + 24.529x + x2
+

+
−154720 + 1310x

220.11 + 0.2498x + x2
; (21)

J1(x) ≈
106790 + 16219x

96.50 + 12.66x + x2
+

−78570− 18245x

88.504 + 18.057x + x2
+

+
−25687 − 296.6x

117.88 + 1.0346x + x2
.

Точнiсть такого подання функцiй Бесселя не менша за 0.0001
для будь-якого значення x.

Тодi обчислення iнтегралiв вiд добутку будь-якої кiлькостi ци-
лiндричних функцiй зводиться до iнтегрування суми дробово-
рацiональних функцiй другого степеню, що є стандартна процеду-
ра.

Iнша проблема полягає у тому, що при обчисленнi складових ви-
гляду

f1(t) =
N
∑

jkl

[

(

cur
jkl −Rur

jkl

)

e−σ
ur
jkl

t +Rur
jkl

]

[(

cur

j′k′l′ −Rur

j′k′l′

)

e
−σ

ur
j′k′l′

t
+Rur

j′k′l′

]

(22)

отримуємо суму N3 складових трьох експонент вiд часу. Практи-
чно, цей факт (наприклад, за N=10 матимемо 4000 складових вiд-
носно експонент) практично унеможливлює автоматизацiю (про-
грамну) процесу розв’язання системи нелiнiйних нестацiонарних
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

Застосуємо до функцiї f1(t) iнтегральне перетворення за Лапла-
сом i застосуємо до отриманого виразу алгоритм еквiвалентного
спрощення [7]. Отримаємо:
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Lt {f1(t)} = Lt







N
∑

jkl

[

3
∑

i=0

aie
−bit

]







= .

=

N
∑

jkl

[

a0

p
+

a1

p+ b1
+

a2

p+ b2
+

a3

p+ b3

]

≈
d0
p

+
d1 + d2p

c1 + c2p+ p2
(23)

У просторi оригiналiв цьому виразу вiдповiдає вираз

f̂1(t) = g10 + e−α1t (g11 sin
(

ω1t
)

+ g12 cos
(

ω1t
))

.

На рис. 2 наведенi графiки вихiдної суми та результат апрокси-
мацiї.

Застосування цього алгоритму та обчислення iнтегральних пе-
ретворень до виразу (19) (тобто реалiзацiя (20)) дає змогу записати
(20) у такому виглядi.

Lt

{

N
ur

cn (αj , βjk, δjkl, t)

}

=

N
∑

nms

[

cnnms
0

p
+

cnnms
1 + cnnms

2 p

cnnms
3 + cnnms

4 p+ p2

]

.

Коефiцiєнти cnnms
i залежать вiд значень iнтегралiв за вiдповiд-

ними змiнними.

Рис. 2 – Графiки суми функцiй часу i апроксимуючого полiному

Якщо застосувати цей алгоритм спрощення до решти складових
у виразi (18), отримаємо розв’язання першого рiвняння системи (9)
iз урахуванням (10) на другiй iтерацiї у такому виглядi.

U (1)
r (r,ϕ, z, p) = U (0)

r (r, ϕ, z, p) +
N
∑

nms

Jm (δur
nmsr) ζk (β

ur
msϕ) sin (α

ur
s z)×

×
1

p+ σur
nms

[

cnnms
0

p
+

cnnms
1 + cnnms

2 p

cnnms
3 + cnnms

4 p+ p2

]
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У просторi оригiналiв розв’язання набуває вигляд

u(1)
r (r,ϕ, z, t) =

N
∑

nms

Jm (δur
nmsr) ζk (β

ur
msϕ) sin (α

ur
s z)×

×[ur1(0)nmse
−σur

nmst+ur0(1)nms+e−θ
(1)
nmst(ur1(1)nms sin ξ

(1)
nmst+ur2(1)nms cos ξ

(1)
nmst)]

Якщо застосувати викладенi алгоритми до решти рiвнянь систе-
ми (9),(10) вiдносно шуканих змiнних (вектор Ф), отримаємо вирази,
аналогiчнi наведеному iз вiдповiдними коефiцiєнтами та власни-
ми функцiями i значеннями. Кiлькiсть iтерацiй для досягнення
принадної точностi (∆ = 0.01) для рiзних змiнних системи коливає-
ться вiд 3 до 5. Для прикладу, наведемо графiки осьової складової
швидкостi

Висновки
Застосування iтерацiйного числово-аналiтичного методу для

розв’язання системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь руху
газоповiтряної сумiшi, тиску i температурного поля надає можли-
вiсть суттєво зменшити час моделювання цих процесiв iз досягне-
нням принадної точностi розв’язання.

Подальшi дослiдження пов’язанi iз пошуком розв’язань системи
рiвнянь (9),(10) iз урахуванням турбулентних складових цiєї систе-
ми у виглядi (11). При цьому алгоритми iнтегральних перетворень
щодо просторових змiнних залишаються тими самими, а алгори-
тми, що пов’язанi iз перетвореннями за часовими змiнними розро-
бляються для кожної iз невiдомих змiнних.

Час реалiзацiї викладених алгоритмiв програмними засобами
вимiрюється кiлькома секундами, що на кiлька порядкiв менше
у випадку, якщо реалiзацiя розв’язання системи рiвнянь (9)—(11)
виконується шляхом апроксимацiї цих рiвнянь рiзницевими схе-
мами.
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Суттєвi переваги пропонованих алгоритмiв полягають у тому,
що отриманi вирази у аналiтичному виглядi надають можливiсть
вирiшувати задачi управлiння вхiдними потоками у циклоннi ка-
мери з метою оптимiзацiї роздiлення сумiшей на виходi iз циклон-
них камер.
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