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ПДС-АЛГОРИТМИ ДЛЯ ДВОЕТАПНОЇ ЗАДАЧІ  

КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНУВАННЯ В ДЕТЕРМІНОВАНІЙ 

ПОСТАНОВЦІ ТА В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

Анотація: Розглядається двоетапна задача календарного планування, в якій на 

першому етапі розв’язується задача сумарного запізнення моментів завершення роботи 

ідентичних незалежних пристроїв відносно спільного директивного строку. Цей опти-

мальний розв’язок водночас повинен задовольняти наступній умові: різниця між найпі-

знішим та найбільш раннім строками завершення роботи пристроїв є мінімальною в 

порівнянні з іншими оптимальними розв’язками. На другому етапі кожен пристрій в 

момент звільнення починає виконувати послідовно незалежно від інших пристроїв нову 

множину завдань, кожне з яких має свій директивний строк, за критерієм мінімізації 

сумарного зваженого запізнення виконання кожного завдання відносно його директив-

ного строку. В даній постановці оптимальним розв’язком сформульованої задачі є той, 

у якого є оптимальний розв’язок першого етапу, а розв’язок другого етапу є умовно оп-

тимальним (оптимальним відносно отриманих моментів звільнення пристроїв після ви-

конання завдань першого етапу). На розв’язок першого етапу може бути накладена до-

даткова умова: моменти запуску пристроїв на другому етапі повинні задовольняти на-

перед заданому лексикографічному порядку. Зрозуміло, що в наведеній постановці ко-

жен пристрій є багатофункціональним. Сформульована вище задача в умовах невизна-

ченості означає, що вектори вагових коефіцієнтів критеріїв для кожного пристрою на 

другому етапі задані неоднозначно. Неоднозначність може бути пов’язана з тим, що 

вагові коефіцієнти задаються не одним, а декількома експертами, чи в силу того, що 

другий етап може бути реалізований в майбутньому, і тому вектор вагових коефіцієнтів 

вважається випадковим дискретним із заданим розподілом, чи його неоднозначність 

задається відповідною функцією належності. Автори запропонували ПДС-алгоритми 

розв’язання цієї задачі в детермінованій постановці та в умовах невизначеності. Тобто, 

кожен алгоритм містить наближений поліноміальний підалгоритм побудови оптималь-

ного розкладу, для якого сформульовані достатні ознаки його оптимальності. 

Ключові слова: двоетапна задача календарного планування; ПДС-алгоритм; NP-

складні нові задачі; емпірична матриця парних порівнянь, невизначеність. 
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Вступ 

Задачі календарного планування (КП) широко використовуються при ма-

тематичному плануванні роботи об’єктів з дискретними технологічними проце-

сами [1–4]. Найбільш поширеними є одноетапні задачі КП, які найчастіше вико-

ристовуються при максимальній агрегації об’єкта моделювання чи є підзадачами 

багаторівневих математичних моделей [5]. Проте, навіть одноетапні задачі КП в 

більшості випадків є NP-повними чи NP-складними. М. З. Згуровським, О. А. 

Павловим, О. Б. Місюрою, О. В. Мельниковим для низки одноетапних задач КП 

були створені ефективні ПДС-алгоритми їх розв’язання [5]. В спрощеному варі-

анті ПДС-алгоритм, створений для важкорозв’язуваної задачі комбінаторної оп-

тимізації, обов’язково містить наближений поліноміальний підалгоритм побудо-

ви оптимального розв’язку та теоретично обґрунтовані достатні ознаки його оп-

тимальності. В цій роботі автори вперше пропонують ПДС-алгоритми для NP-

складної двоетапної задачі КП, детальний якісний опис якої міститься в анотації. 

Структура роботи наступна. Другий розділ містить основні теоретичні ре-

зультати, які були використані при створенні запропонованих ПДС-алгоритмів. 

Третій розділ містить розв’язок двоетапної задачі КП в детермінованій постано-

вці. Четвертий розділ містить ПДС-алгоритми розв’язання цієї задачі в умовах 

невизначеності. 

1. Основні теоретичні положення

В цьому розділі дається інтегрований опис теоретичних результатів, що 

використовуються як складові частини ПДС-алгоритмів NP-складної двоетапної 

задачі КП в детермінованій постановці та в умовах невизначеності. 

1.1. Одноетапна задача КП «Мінімізація сумарного зваженого 

запізнення виконання завдань одним пристроєм» 

Розглянемо постановку задачі. Маємо множину незалежних завдань 

njj ,1,  , для кожного з яких треба виконати одну операцію на одному пристрої 

за час njl
j

,1,0  . Кожному завданню відповідає емпіричний ваговий коефіці-

єнт 0
j  та директивний строк виконання операції njd

j
,1,0  . Операція 

виконується без переривань. Необхідно побудувати розклад, якому відповідає 
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1

де 
j

C  – момент завершення виконання j-го завдання. 

Задача є NP-складною. Дослідження цієї задачі, проведені М. З. Згуровсь-

ким, О. А. Павловим, О. Б. Місюрою, О. В. Мельниковим, призвели до створен-

ня ефективного ПДС-алгоритму її розв’язання, остання модифікація якого наве-

дена в [5]. Ця задача є всесвітньо відомою, тому наведемо агреговану структуру 

та основні теоретичні властивості цього алгоритму: 

– побудова поліноміальним підалгоритмом початкових розкладів
ord

  та 

fp
  [5], для яких приведені та теоретично обґрунтовані достатні ознаки оптима-

льності №1–№5 [5]; 

– ітераційний комбінаторний оптимізаційний підалгоритм, що на початко-

вому розкладі 
fp

  реалізує однотипні ітераційні алгоритмічні процедури. На ко-

жній ітерації реалізується можливість використання резервів часу попередніх 

завдань черговим конкуруючим завданням [5] розкладу 
fp

  і знаходиться опти-

мальний розклад на підпослідовності завдань, що розглядаються на цій ітерації 

[5]. Для викладеної ітераційної оптимізаційної процедури сформульовані та до-

ведені достатні ознаки оптимальності розкладу на множині всіх завдань, отри-

маної на цій ітерації (достатні ознаки оптимальності №6, №8, №9 [5]). Перевірка 

цих умов в загальному випадку не реалізується поліноміальним підалгоритмом; 

– сформульована поліноміальна складова ПДС-алгоритму, яка полягає в:

(1) послідовній перевірці виконання достатніх ознак оптимальності №1–№5, №7 

[5], виконуваної до ітераційних оптимізаційних підалгоритмів; (2) реалізації по-

ліноміальних алгоритмічних процедур для перевірки достатніх ознак оптималь-

ності №9–№12, послідовність виконання яких сформульована в твердженні 4.39 

пп. 2), 3) [5]; 

– в твердженні 4.40 [5] наведені умови, при виконанні яких точний експо-

ненціальний по складності підалгоритм, що реалізує ітераційні оптимізаційні 

процедури, стає поліноміальним по складності; 

– в твердженнях 4.41–4.43 [5] доводиться, що запропонований ПДС-

алгоритм знаходить оптимальний розв’язок. 

В загальному випадку гарантувати, що запропонований ПДС-алгоритм 

завжди ефективно знаходить оптимальний розв’язок, неможливо. В [5] наведена 
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його спрощена версія, яка статистично значимо дозволяє знаходити оптималь-

ний розв’язок (якщо виконалась одна з достатніх умов оптимальності) чи отри-

мати наближений розв’язок, який за значенням критерію мало відрізняється від 

оптимального його значення. 

1.2. Одноетапна задача КП «Мінімізація сумарного запізнення 

виконання завдань на незалежних ідентичних паралельних 

пристроях відносно спільного директивного строку» 

Розглянемо постановку задачі. Маємо множину незалежних завдань 

njj ,1,  , для кожного з яких треба виконати одну операцію на одному з m  не-

залежних ідентичних паралельних пристроїв за час njl
j

,1,0  . Всім завдан-

ням відповідає один директивний строк d . Моменти готовності пристроїв до 

виконання операцій mir
i

,1,  , довільні та фіксовані. Необхідно побудувати роз-

клад, якому відповідає 

 




n

j

j
dC

1

,0maxmin

де 
j

C  – момент завершення виконання j-го завдання. 

Ця задача є NP-повною. Створений О. А. Павловим, О. Б. Місюрою, 

О. Г. Ждановою, О. В. Мельниковим ПДС-алгоритм ефективно розв’язує індиві-

дуальні задачі з тисячами завдань [6]. 

1.3. Задачі комбінаторної оптимізації в умовах невизначеності 

О. А. Павловим [7] був досліджений наступний клас задач комбінаторної 

оптимізації в умовах невизначеності: 

 



i

s

i

i
k

1

min

де si
i

,1,0   – експертні ваги,  
i
k  – i-та довільна числова характеристика

допустимого розв’язку,   – дискретна обмежена множина допустимих 

розв’язків. Неоднозначність полягає в тому, що існує L  наборів значень ваг 

  Llsi
l

i
,1,,1,  , кожен з яких може бути набором значень коефіцієнтів 

si
i

,1,0  , в (3). Наведені оригінальні критерії та відповідні компромісні 

розв’язки цієї задачі. 
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2. Детермінована двоетапна задача КП

Детальна якісна постановка цієї задачі наведена в анотації. 

2.1. Формальна модель детермінованої двоетапної задачі КП 

2.1.1. Формальна модель першого етапу 

Формальна модель першого етапу збігається з постановкою одноетапної 

задачі КП, викладеної в підрозділі 1.2. Змінюються лише умови, що накладають-

ся на оптимальний розв’язок першого етапу 
1

 . На розкладі 
1

  повинні викону-

ватись умови: 

  






m

i

i
dC

1

1
,0maxminarg

де  i
C  – момент завершення роботи i-го пристрою для розкладу  ;

б) серед всіх розкладів  
1

 , оптимальних за критерієм (4), оптимальним 

розкладом першого етапу є той, на якому досягається 

 
    

11
minmaxmin

11




i

i

i

i

CC

в) на 
1

  виконується наперед заданий лексикографічний порядок на вели-

чини   miC
i

,1,
1

 , а саме: 

     
111

21  miii
CCC 

2.1.2. Формальна модель другого етапу 

Пристрої вважаються багатофункціональними. Для кожного пристрою фо-

рмулюються індивідуальні однотипні (див. підрозділ 1.1) одноетапні задачі КП: 

– задаються моменти запуску пристроїв   miCr
i

i
,1,

1
 , де 

1
  – розк-

лад, знайдений на першому етапі; 

– множини завдань, виконуваних на i-му пристрої:  i
n

i

i i
jjJ ,,

1
 , де 

i
n  – 

їх кількість; час їх виконання на i-му пристрої  
i

i

t
ntjl ,1,  ; директивні строки їх 

виконання   mintjd
i

i

t
,1,,1,0  ;

– множина експертних ваг mint
ij

i
t

,1,,1,0  . 

Для кожного пристрою треба знайти розклад i

2
  виконання множини за-

вдань miJ
i

,1,  , на якому досягається 
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  




i

i
t

i
t

n

t

i

tjj
jdC

1

,0maxmin

де i
tj

C  – момент завершення t-го завдання на i-му пристрої, 
i
nt ,1 . 

2.1.3. Критерії оптимальності розкладу двоетапної 

задачі КП в детермінованій постановці 

Множина розкладів  mi
i

,1,,
21

  є оптимальним розв’язком, якщо 
1



задовольняє умовам (4)–(6), а при знайдених на першому етапі  
1


i

i
Cr , 

mi ,1 , для кожного розкладу mi
i

,1,
2

 , виконується умова (7). 

2.2. ПДС-алгоритми для двоетапної задачі КП 

в детермінованій постановці 

2.2.1. Перший ПДС-алгоритм 

2.2.1.1. Алгоритм першого етапу 

Алгоритм першого етапу спочатку розв’язує задачу побудови розкладу 

1
 , для якого виконується тільки умова (5). Ефективний наближений ітерацій-

ний поліноміальний за складністю алгоритм, у якого на кожній ітерації зменшу-

ється величина (5), очевидним чином реалізується з використанням підмножини 

направлених переставлень [8]. Якщо в отриманому розкладі 
1

  виконується 

  dCi
i


1

 чи   dCi
i


1

, то на розкладі 
1

  виконується умова (4). Якщо 

на 
1

  виконується 

   
11


ji

CCji

чи 

    НСДminmax
11


i

i

i

i

CC

де НСД – найменший спільний дільник тривалостей виконання завдань, при ви-

конанні додаткових умов – цілочисельності njl
j

,1,  , та рівності моментів за-

пуску пристроїв на першому етапі, – то для розкладу 
1

  виконується умова (5). 

Нехай для розкладу 
1

  виконується наступна умова: 

    dCdCij
ij


11

,:,
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(7),

(8)

, (9)

(10)(10)



В цьому випадку в силу використання направлених переставлень [8] у 

будь-якого пристрою на 
1

  запізнюється не більше одного завдання, і критерії 

оптимальності задачі КП першого етапу і задачі КП (підрозділ 1.2) збігаються. 

Тому, якщо на 
1

  виконується умова (10), на першому етапі повторно 

розв’язується одноетапна задача КП як задача, сформульована в підрозділі 1.2, 

ефективним ПДС-алгоритмом [6]. Це дозволяє з двох отриманих розкладів обра-

ти той, у якого менше значення суми в виразі (4), та отримати ефективну оцінку 

відхилення цієї величини від оптимального значення. Дійсно, позначимо через   

розклад, отриманий внаслідок розв’язку задачі першого етапу за критерієм (2). 

Тоді оцінка цього відхилення задається величиною     


,min R  [6]. 

Для спрощення наступних викладок розклад, отриманий на першому ета-

пі, незалежно від того, яким алгоритмом він був отриманий, позначаємо як 
1

 . 

Для виконання на отриманому розкладі 
1

  умови (6) в силу ідентичності при-

строїв на першому етапі переставляємо розклади на кожному пристрої відповід-

но до заданого лексикографічного порядку (виконання нерівностей (6)). 

2.2.1.2. Алгоритм другого етапу 

Алгоритм другого етапу складається з m підалгоритмів, кожен з яких є 

ПДС-алгоритмом для задачі КП, сформульованої в загальному вигляді в підрозді-

лі 1.1, і розв’язує відповідну задачу для кожного пристрою. Достатні ознаки опти-

мальності отриманих розв’язків в загальному вигляді наведені в підрозділі 1.1. 

2.2.2. Достатні ознаки оптимальності першого ПДС-алгоритму 

Нехай отримано розклад  mi
i

,1,,
21

 . Якщо 
1

  задовольняє умовам 

(4); (8) чи (9); (6), а mi
i

,1,
2

 , – однієї з достатніх умов оптимальності, сфор-

мульованих в підрозділі 1.1, то отриманий розклад є оптимальним. Якщо для 
1



не виконується умова (8) чи (9), то отриманий розклад двоетапної задачі КП є 

оптимальним за наступним критерієм: на першому етапі для розкладу викону-

ється умова (4), розклади другого етапу mi
i

,1,
2

 , є умовно оптимальними – 

оптимальними відносно моментів запуску пристроїв на другому етапі. 

Примітка. Хоча на розкладі першого етапу в цьому випадку виконання 

критерію (5) не гарантується, як показали статистичні дослідження, відхилення 

від оптимального значення величини (5) є статистично незначним. 
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Перший ПДС-алгоритм двоетапної задачі КП статистично значимо реалі-

зує умовно оптимальний розв’язок, але потребує достатніх обчислювальних ре-

сурсів. 

2.2.3. Другий ПДС-алгоритм 

Другий ПДС-алгоритм є швидкісним, але на другому етапі реалізує суттє-

во меншу кількість достатніх ознак оптимальності. На першому етапі розв’язу-

ється одноетапна задача КП за критерієм (5). На другому етапі для кожного при-

строю будується розклад 
fp

  [5] в загальному випадку. Розклад 
fp

  знаходиться 

за розкладом 
ord

  [5], в якому завдання упорядковані за незростанням пріорите-

тів 
jjj
lp  , де 0

j
– експертна вага, 

j
l  – час виконання j-го завдання. Ал-

горитм побудови 
fp

  за 
ord

  полягає в послідовному виконанні для 
ord

  всіх 

можливих вільних перестановок [5], де вільна перестановка завдання, яке в роз-

кладі 
ord

  займає позицію k, означає його перестановку на позицію з максималь-

ним номером, на якому це завдання не порушує свій директивний строк, і при 

цьому зменшується значення суми в критерії (1). В [5] для розкладу 
fp

  сформу-

льовано 5 достатніх ознак оптимальності. 

3. ПДС-алгоритм розв’язання двоетапної

задачі КП в умовах невизначеності

Формальна модель двоетапної задачі КП в умовах невизначеності відріз-

няється від детермінованої лише на другому етапі, а саме: для кожного приладу 

задається не один набір експертних ваг mint
ij

i
t

,1,,1,0  , а 
i
L  можливих 

таких наборів miLlnt
ii

l

j
i
t

,1,,1,,1,0  . Ці набори можуть: 

– бути результатами експертних оцінок різних фахівців;

– бути випадковими наборами з заданою ймовірністю наставання;

– для кожного набору існує експертна оцінка міри його достовірності.

Розв’язок двоетапної задачі КП в умовах невизначеності полягає в тому, 

що на другому етапі необхідно для кожного приладу визначити критерій комп-

ромісного розв’язку та відповідний цьому критерію ПДС-алгоритм розв’язання. 

Запропоноване рішення є наслідком теоретичних результатів, отриманих 

О. А. Павловим в [7]. Щоб не використовувати зайвих індексів, розв’яжемо цю 

задачу в загальній постановці (див. підрозділ 1.1) 
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 
ii

n

i

i
dC 




,0maxmin

1

де   – обмежена множина можливих розкладів з n завдань. (11) повністю збіга-

ється з (1) [7], де     nsdCk
iii

 ,,0max . 

Маємо L наборів можливих значень ваг   Ll
l

n

ll
,1,,...,

1
 . Нехай 

l

opt
f – це невідомі нам значення критеріїв оптимальності наступних задач КП, в

загальному вигляді сформульованих в підрозділі 1.1: 

  LldCf
ii

n

i

l

i

l

opt
,1,,0maxmin

1

 




Тобто, задачі (12) заздалегідь не розв’язувались. 

Сформулюємо компромісні критерії розв’язання одноетапної задачі КП 

(11)–(12) та відповідні кожному з них детерміновані одноетапні задачі КП, в за-

гальному вигляді сформульовані в підрозділі 1.1. 

3.1. Перший компромісний критерій: 

  
 

















L

l

n

i

l

optii

l

il
fdCa

1 1

,0maxmin

де 0
l
a – експертні ваги. Як показано в [7], оптимальному значенню компромі-

сного критерію (13) відповідає наступний розклад 
1

opt
 : 

 
ii

n

i

L

l

l

ilopt
dCa 













  

 


,0maxminarg

1 1

1

3.2. Другий компромісний критерій 

Нехай  
l

  – це невідома нам множина розв’язків наступної одноетапної 

задачі КП:       


n

i ii

l

il
dC

1
,0maxminarg . Другий компромісний критерій 

має вигляд 

 
  

 

















L

lmm

n

i

m

optii

m

im
fdCa

l
,1 1

,0maxmin

де lmLma
m

 ,,1,0 , – експертні ваги. Тобто, серед всіх можливих розв’язків 

задачі (12) треба знайти той, на якому значення суми в (15) є мінімальним. 

Як показано в [7], завжди існує таке додатне число *

l
a , що для всіх *

ll
aa 
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(11)

(12)

,

.

, (13)

. (14)

, (15)



виконується 

  
 

















L

l

n

i

l

optii

l

il
fdCa

1 1

,0maxmin  = 

= 
 

  
 

















L

lmm

n

i

m

optii

m

im
fdCa

l
,1 1

,0maxmin

Алгоритмічна процедура знаходження розкладу, якому відповідає (16), є 

наступною: 

– знаходиться   


n

i ii

l

i

l

opt
dCf

1
,0maxmin ; 

– задається достатньо велике число 0
l
a . Тоді 

  2

1 1

,0maxminarg
optii

n

i

L

l

l

il
dCa 













 

 


якщо для розкладу (17) виконується   


n

i

l

optii

l

i
fdC

1
,0max . 

3.3. Третій компромісний критерій 

Нехай існують ймовірності 0
l
p   


L

l l
p

1
1  наставання кожного набору 

  Ll
l

n

l
,1,,...,

1
 . Задамо n+1-вимірну дискретну випадкову величину 

n
 ,...,

1
, 

opt
f  таблицею 



















Llp

f

l

l

opt

l

n

l

,1,0

,...,
1

та дискретну випадкову величину     


n

i

l

optiii
fdCF

1
,0max . 

Третій компромісний критерій має вигляд 

    
 

















L

l

n

i

l

optii

l

il
fdCpMF

1 1

,0maxminmin

Розклад, якому відповідає (18), є розв’язком наступної детермінованої за-

дачі КП: 

 
ii

n

i

L

l

l

ilopt
dCp 













  

 


,0maxminarg

1 1

3
. 
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. (16)

, (17)

. (18)



3.4. Четвертий компромісний критерій 

Набір значень експертних ваг ni
i

,1,0  , задається в термінах дискре-

тних нечітких множин 

  

















Ll

f

l

n

l

l

opt

l

n

l

,1,1,...,0

,...,

1

1

, 

де кожна міра достовірності  l
n

l
 ,...,

1
 набору l

n

l
 ,...,

1
 значень нечітких ваг 

n
 ,...,

1
 знаходиться також експертним шляхом. 

Четвертий компромісний критерій має вигляд 

     
  
















L

l

n

i

l

optii

l

i

l

n

l
fdC

1 1

1
,0max,..., . 

Йому відповідає розв’язок наступної детермінованої задачі КП: 

   
ii

n

i

L

l

l

i

l

n

l

opt
dC 













  

 


,0max,...,minarg

1 1

1

4
. 

Таким чином, на другому етапі двоетапної задачі КП в умовах невизначе-

ності для кожного пристрою вибирається один з чотирьох компромісних крите-

ріїв, і ПДС-алгоритмом розв’язується відповідна детермінована одноетапна за-

дача КП (див. підрозділ 1.1). 

Сформульовані двоетапні задачі КП містять експертні ваги та міри, знахо-

дження яких є окремою науковою проблемою. Ефективні алгоритми обґрунто-

ваного знаходження експертних ваг та мір за емпіричними матрицями парних 

порівнянь довільної розмірності, можливо, не повністю заповненими, запропо-

новані М. З. Згуровським, О. А. Павловим та його учнями [9]. 

Висновки 

Таким чином, в роботі: 

1. Сформульована NP-складна двоетапна задача календарного планування 

в детермінованій постановці та в умовах невизначеності; 

2. Для двоетапної задачі календарного планування в умовах 

невизначеності сформульовані чотири компромісні критерії розв’язку; 

3. Для кожного зі сформульованих критеріїв оптимальності двоетапної 

задачі календарного планування в обох постановках запропоновані алгоритми, 

кожен з яких включає в себе наближений поліноміальний підалгоритм, що 
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містить достатні умови оптимальності побудованого розкладу. Тобто, 

запропоновані алгоритми належать до класу ПДС-алгоритмів; 

4. Ефективність приведених ПДС-алгоритмів є наслідком попередніх 

теоретичних та експериментальних досліджень підалгоритмів, що входять до їх 

складу. 
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