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Анотацiя: Розглянуто задачу оптимiзацiї управлiння запасами матерi-
альних ресурсiв на пiдприємствi. Синтезовано модель оптимiзацiї управлiн-
ня запасами, що мають обмежений термiн зберiгання. Дослiджено методи для
розв’язання побудованої моделi.
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Вступ
Сучаснi ринковi механiзми ведення виробничої дiяльностi до-

зволяють пiдприємствам домогтися успiху i одержати перевагу пе-
ред конкурентами тiльки при дотриманнi ряду умов, серед яких
найбiльш вагомими є: постiйне вдосконалення продукцiї, яка ви-
робляється, та оновлення її модельного ряду; скорочення термi-
нiв проектно-конструкторських робiт та технiчної пiдготовки ви-
робництва тощо, виконання яких передбачає перехiд вiд простого
складського облiку до автоматизованого управлiння запасами. У
силу цього теоретичне дослiдження управлiння запасами проми-
слового пiдприємства та обґрунтований вибiр математичної моделi
i методу розв’язання даної задачi повинно стати ключовою скла-
довою дiяльностi будь-якого сучасного виробництва. Однак, як по-
казує практика, в управлiннi запасами на вiтчизняних пiдприєм-
ствах зазвичай спираються на фiнансову освiту економiстiв та по-
переднiй досвiд вирiшення подiбних задач. I лише незначний вiд-
соток керiвникiв здатний керувати запасами з застосуванням ма-
тематичних моделей i методiв. В той же час, при найменшому по-
рушеннi збуту вся дiяльнiсть пiдприємства зупиниться. I навпаки.
Зберiгання занадто великих запасiв економiчно невигiдно. Знахо-
дження балансу мiж цими двома протирiччями i є основна мета
задачi оптимального управлiння запасами.

Аналiз попереднiх дослiджень
Основною складовою успiшного функцiонування будь-якого

пiдприємства є вирiшення задачi мiнiмiзацiї загальної суми витрат
на виробництво i утримання запасiв при умовi повного i своєчасно-
го задоволення попиту на продукцiю.

Для вирiшення даної задачi iснує безлiч моделей управлiння
запасами, якi мають рiзний рiвень складностi [6]. Так, найбiльш
простою є основна модель управлiння запасами – модель Уiлсона
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(її також називають детермiнованою моделлю для системи з фiксо-
ваним розмiром замовлення).

Ця модель описує процес управлiння запасами i характеризує-
ться наступними припущеннями:

1. Iнтенсивнiсть використання запасiв є апрiорно вiдомою i по-
стiйною величиною

𝜆 = const (1)

1. Час поставки замовлення є вiдомою i постiйною величиною;

2. Кожен запас поставляється у виглядi однiєї партiї;

3. Затрати на здiйснення замовлення 𝐾 не залежать вiд розмiру
замовлення;

4. Вiдсутнiсть запасiв є недопустимим.

Особливiстю даної моделi є те, що змiна рiвня запасiв має циклi-
чний вигляд (рисунок 1) i всi цикли змiни запасiв є однаковими, а
максимальна кiлькiсть продукцiї, яка знаходиться в запасi, спiв-
падає з розмiром заказу 𝑄.

Рис. 1 – Змiна рiвня запасiв в моделi Уiлсона

Використання такої моделi є найбiльш доцiльним для насту-
пних ситуацiй:

1. Споживання основних продуктiв харчування (хлiба, молока) в
закладах вiдпочинку (на протязi змiни цi величини залишаю-
ться постiйними);

2. Використання освiтлювальних ламп в побутi;

3. Використання канцелярських товарiв в комерцiйних фiрмах.
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Слiд зазначити, що в данiй моделi iнтенсивнiсть надходження
вимог вважається вiдомою i постiйною в часi. Однак на практицi
розмiр попиту майже нiколи не можна вказати точно, частiше за
все його описують у ймовiрнiсних термiнах, що заважає використо-
вувати розглянуту модель для реальних задач.

Iснують також моделi оперативного управлiння запасами, однi-
єю з яких є модель < 𝑄, 𝑟 > – модель з урахуванням незадоволених
вимог [2], яка характеризується наступними припущеннями:

1. Вартiсть одиницi запасiв не залежить вiд розмiру партiї;
2. У системi є не бiльше одного невиконаного замовлення;
3. Витрати, пов’язанi з роботою системи обробки оперативної iн-

формацiї, не залежать вiд 𝑄 i рiвня подачi замовлень 𝑟.
На вiдмiну вiд детермiнованих моделей, в данiй моделi протя-

гом кожного циклу система може i не зберiгати в точностi характер
функцiонування. Навiть сам цикл тепер є випадковим. Однак, фi-
ктивний рiвень запасу буде щоразу мiнятися вiд 𝑟 до 𝑟 +𝑄.

Рис. 2 – Моменти подачi замовлення та отримання поповнення в
< 𝑄, 𝑟 >- моделi оперативного управлiння запасами

Основна проблема, що виникає при застосуваннi цiєї моделi по-
лягає в тому, що стан системи в будь-який момент часу є невiдо-
мим. Моменти виникнення вимог (або сам розмiр самих вимог) є
випадковими. Тому для того, щоб контролювати систему в кожний
момент часу, необхiдно всi операцiї та угоди (вимоги, подача замов-
лень, отримання товарiв тощо) негайно реєструвати, що часто на
практицi є неможливим.

Зважаючи на вказанi недолiки, моделi, якi розглянутi вище, не-
можливо застосувати до виробництв, що використовують проду-
кцiю, яка має обмежений термiн зберiгання, коли неможливо ви-
значити точне значення попиту при поставцi сировини та фiксува-
ти стан системи в кожний момент часу.
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Мета роботи
Пiдвищення ефективностi оптимального управлiння запасами

за рахунок використання динамiчної моделi, що враховує витрати
на утримання, псування i дефiцит запасiв та обмеження на розмiр
складського примiщення i розмiр замовлень.

Матерiали та результати дослiджень
Побудуємо математичну модель для наступної задачi управлiн-

ня запасами.
Нехай на складi є 𝑛 видiв продукцiї. Кожна одиниця 𝑖-го про-

дукту, 𝑖 = 1..𝑛, має фiксований термiн зберiгання 𝑚𝑖. Рiвень запа-
су постiйно вiдстежується i зменшується за рахунок задоволення
попиту чи знищення застарiлих одиниць. Всi одиницi замовлення
на поповнення запасу прибувають свiжими або новими. Кориснiсть
кожної одиницi товару не зменшується i не зникає до моменту за-
кiнчення термiну зберiгання, але товар повинен бути вилученим,
якщо вiн не був використаний до моменту закiнчення термiну збе-
рiгання. Затрати, понесенi внаслiдок старiння 𝑖-го продукту, дорiв-
нюють 𝑊𝑖 за одиницю. Попит на 𝑖-й продукт в одиницю часу скла-
дає 𝑑𝑖. Кожна одиниця продукцiї 𝑖-го виду займає в складському
примiщеннi об’єм, що рiвний 𝑉𝑖. Весь обсяг складського примiще-
ння складає 𝑉 . Одиницi запасу завжди використовуються вiдпо-
вiдно до полiтики випуску FIFO (перша одиниця, що потрапила на
склад, використовується також першою). В кожен перiод для ко-
жної продукцiї iснує обмеження на розмiр замовлення: не можна
поставити бiльш нiж 𝑍𝑖 одиниць продукцiї.

Також введемо наступнi показники:

∙ 𝐶𝑖 – затрати на поповнення одиницi запасу 𝑖-го продукту;
∙ ℎ𝑖 – затрати на утримання одиницi запасу 𝑖-го продукту в оди-

ницю часу;
∙ 𝑃𝑖 – затрати, пов’язанi з урахування незадоволеного попиту (за

одиницю);
∙ 𝜃𝑖 – затрати, пов’язанi з втратами незадоволеного попиту (за

одиницю);
∙ 𝛽 – доля незадоволеного попиту в циклi поповнення запасiв,

яка може бути заборгована i решта (1− 𝛽) – втрачена доля.

Необхiдно знайти розмiри замовлень 𝑞*для кожного виду проду-
кцiї в кожен момент часу, при яких досягаються мiнiмальнi витра-
ти на зберiгання продукцiї за перiод 𝑇 .

Виходячи з умови задачi сформулюємо перелiк показникiв, що
впливають на значення цiльової функцiї:

1. Затрати на поповнення запасу;
2. Затрати на зберiгання продукцiї на складi;
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3. Затрати, пов’язанi з дефiцитом продукцiї;

4. Затрати, якi пов’язанi з старiнням продукцiї.

Враховуючи все вище викладене можна зробити висновок, що
цiльова функцiя задачi представляє собою суму всiх витрат по всiм
видам продукцiї за весь вiдрiзок часу:

𝑔 (𝑞𝑡,𝑖) = ℜ =
𝑇∑︀
𝑡=1

𝑛∑︀
𝑖=1

[︀
𝑞𝑡,𝑖 · 𝐶𝑖 + 𝑃𝑖 · 𝛽 · (𝑑𝑡,𝑖 − 𝑈𝑡,𝑖)

+

+𝜃𝑖 · (1− 𝛽) · (𝑑𝑡,𝑖 − 𝑈𝑡,𝑖)
+ +

+𝑊𝑖 · (𝑥𝑡,𝑖,1 − 𝑑𝑡,𝑖)
+ + ℎ𝑖 · (𝑈𝑡,𝑖 − 𝑑𝑡,𝑖)

+]︀ (2)

Звiдси багатопродуктова модель управлiння запасами на скла-
дi з обмеженим об’ємом для продукцiї з обмеженим термiном зберi-
гання буде мати наступний вигляд:

ℜ → min (3)
з такими обмеженнями:

0 6 𝑞𝑡,𝑖 6 𝑍𝑡,𝑖 (4)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖 · 𝑈𝑡,𝑖 6 𝑉 (5)

де 𝑍𝑡,𝑖 – максимальний розмiр замовлення на поповнення 𝑖-го виду
продукцiї в момент часу 𝑡;
𝑈𝑡,𝑖 – рiвень запасу продукцiї 𝑖-го виду в момент часу 𝑡. Значення

цiєї величини визначається наступними формулами:

𝑈𝑡,𝑖 =

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑡,𝑖,𝑗 (6)

𝑥𝑡,𝑖,𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝑞𝑡,𝑖]

+ , якщо 𝑗 = 𝑚𝑖[︃
𝑥𝑡−1,𝑖,𝑗+1 −

(︂
𝑑𝑡,𝑖 −

𝑗∑︀
𝑙=1

𝑥𝑡−1,𝑖,𝑙

)︂+
]︃+

, якщо 𝑗 < 𝑚𝑖
(7)

де 𝑑𝑡,𝑖 – попит на продукцiю 𝑖-го виду в момент часу 𝑡;
𝑚𝑖 – термiн придатностi продукцiї 𝑖-го виду;
𝑣𝑗 i 𝑉 – заданi константи;
𝑞𝑡,𝑖 – розмiр замовлення на поповнення запасу 𝑖-го виду проду-

кцiї, який необхiдно виконати в момент часу 𝑡;

[𝑎]+ = max [0, 𝑎] (8)
Оскiльки всi можливi значення замовлень представляють собою

обмежену множину i виражаються цiлими числами, то отримує-
мо задачу, що належить до класу дискретних задач нелiнiйного
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програмування [4,5], пошук розв’язку яких пов’язаний зi значними
труднощами. Зокрема, неможливо застосування стандартного пiд-
ходу, що складається в замiнi дискретної задачi її безперервним
аналогом з подальшим округлення знайденого розв’язку до най-
ближчого цiлого.

Для вирiшення поставленої задачi скористаємося наближени-
ми методами комбiнаторної оптимiзацiї [3], серед яких найбiльш
розвиненими в даний час є методи локальної оптимiзацiї, якi ма-
ють своєю метою вiдшукання локально-оптимальних розв’язкiв, а
саме методом вектора спаду, методом iмiтацiйного вiдпалу та алго-
ритмом прискореного iмовiрнiсного моделювання.

Метод вектору спаду полягає в побудовi iтерацiйного процесу,
на кожному кроцi якого здiйснюється направлений частковий пе-
ребiр, що обмежений околом поточного варiанту вирiшення. Якщо
дослiджуваний варiант iз околу вiдповiдає “кращому” значенню
цiльової функцiї задачi (2), то вiн оголошується новим поточним
варiантом вирiшення i вiдбувається перехiд на нову iтерацiю. Об-
числювальний процес по методу вектора спаду в загальному ви-
падку є кiнцевим. Якщо ж розв’язується загальна задача дискре-
тної оптимiзацiї, цiльова функцiя якої не задовольняє вищеописа-
нi умови, то можна застосовувати описаний вище алгоритм, ввiв-
ши в нього деяку додаткову ознаку закiнчення обчислювального
процесу, наприклад, досягнення деякого наперед заданого числа
крокiв алгоритму.

У методi iмiтацiйного вiдпалу також реалiзується процедура ло-
кального пошуку, i якщо в колi поточного варiанту вирiшення зна-
йдеться такий варiант, що покращує значення цiльової функцiї, то
вiн оголошується новим поточним варiантом. Вiдмiннiсть методу
iмiтацiйного вiдпалу вiд методу вектору спаду полягає в тому, що
в методi iмiтацiйного вiдпалу у випадку, якщо дослiджуваний ва-
рiант вiдповiдає “гiршому” значенню цiльової функцiї, вiн все рiвно
може бути обраний в якостi наступного поточного варiанту вирiше-
ння з певною ймовiрнiстю, яка описується формулою Больцмана-
Гiббса:

𝑝 = 𝑒
−Δ
𝑇 , (9)

де Δ = 𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥), Т – параметр алгоритму.
В алгоритмах прискореного iмовiрнiсного моделювання здiйсню-

ється побудова точок з околицi поточного варiанту i полiпшуючi ва-
рiанти завжди приймаються в якостi чергового наближення, а ва-
рiанти, що вiдповiдають погiршенню (зростанню) цiльової функцiї,
теж можуть бути обранi з деякою ймовiрнiстю. Однак, на вiдмiну
вiд методу iмiтацiйного вiдпалу, значення цих ймовiрностей роз-
раховуються однаково на протязi всього обчислювального процесу,
але змiнюється порогове значення 𝜇, яке визначає умови вiдсiву
“гiрших” варiантiв.
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Порiвнюючи мiж собою розглянутi методи в результатi обчи-
слювального експерименту можна зробити висновок, що по точно-
стi розв’язку метод iмiтацiйного вiдпалу та алгоритм прискореного
iмовiрнiсного моделювання дають приблизно однаковi результати,
а метод вектора спаду дає дещо “гiрший” результат. Це обумовле-
но тим, що метод вектора спаду швидко знаходить “найближчий”
локальний мiнiмум i приймає його як результат. В той же час мето-
ди iмiтацiйного вiдпалу i прискореного iмовiрнiсного моделювання
завдяки ймовiрнiсному пiдходу переходу в “гiршу” по значенню цi-
льової функцiї точку мають можливiсть “вибратися” iз локального
мiнiмуму i продовжити пошук. Такий пiдхiд дозволяє знайти кра-
щий розв’язок.

Якщо порiвнювати методи по швидкодiї, то найбiльшi витрати
машинного часу отриманi розв’язанням методом iмiтацiйного вiд-
палу. Мiнiмальнi витрати машинного часу досягнуто за допомогою
розв’язання методом вектора спаду.

Висновки
Отриманi в роботi результати свiдчать про те, що запропонована

модель може бути використана як для випадку, коли необхiдно
постiйно виконувати перерахунок плану випуску продукцiї, так i
для випадку, коли час розрахунку значення не має, але потрiбен
максимально точний результат.

При використаннi описаних методiв для реальних задач отри-
манi результати, якi цiлком задовольняють тi чи iншi типи виро-
бництв (в залежностi вiд необхiдної точностi результату чи часу
розрахунку).
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