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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСIВ
ДЕМПФУВАННЯ РIДИНИ У РУХОМИХ

РЕЗЕРВУАРАХ

Розглянемо ємкiсть цилiндричної форми iз твердою стiнкою S, яка
частково заповнена рiдиною iз вiльною поверхнею Σ. Початок системи
координат Oxyz зв’яжемо з центром незбуреної вiльної поверхнi Σ0, вiсь
Ox спрямуємо у бiк, протилежний напрямку вектора прискорення сил
тяжiння g.

Подамо рiвняння збуреної вiльної поверхнi Σ у виглядi:

x = f(y, z, t). (1)

Вiдповiдна нелiнiйна крайова задача про коливання обмеженого об’є-
му рiдини формулюється так [1]:

∇2ϕ(x, y, z, t) = 0, r ∈ Q; (2)
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де ϕ(x, y, z, t) — потенцiал швидкостей рiдини; n — орт зовнiшньої нор-
малi до поверхнi Σ. Тиск в iдеальнiй рiдинi у разi потенцiйних течiй
визначається, як вiдомо, [2], з iнтеграла Лагранжа
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де ρ — щiльнiсть рiдини.
Якщо запровадити функцiю Гамiльтона
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крайова задача (2)—(5) є необхiдна умова iснування стацiонарного значе-
ння функцiонала

W =

t2Z

t1

Ldt. (8)
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Враховуючи, що рiвняння (2) i межова умова (5) лiнiйнi, потенцiал
ϕ(x, y, z, t) задамо у виглядi

ϕ(x, y, z, t) =

∞X

n=1

Rn(t)ϕn(x, y, z), (9)

деRn(t) — параметри, що характеризують змiнювання потенцiалу швид-
костей у часi; ϕn(x, y, z)— система гармонiчних в областi Q функцiй, що
задовольняють межову умову на поверхнi S ємкостi.

Необхiднiсть у вирiшеннi такої задачi пов’язана iз розв’язанням задач
демпфування коливань рiдини у рухомому сосудi. Подамо крайову зада-
чу для функцiї Ω1(x, ξ, η, t) у цилiндричнiй системi координат (x, ξ, η) :

∇2Ω1 = 0, r ∈ Q; (10)
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де f(ξ, η, t) визначається виразом [3].

x = f(ξ, η, t) =
X

m,n

[rmn(t) sinmη + pmn(t) cosmη]κmnψ(0, ξ). (12)
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ff
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За координатнi функцiї слушно обрати систему гармонiчних функцiй

ϕ(x, ξ, η, t) = P0(t)ψ0(x, ξ) + [R1(t) sin η + P1(t) cos η]ψ1(x, ξ)+
+[R2(t) sin 2η + P2(t) cos 2η]ψ2(x, ξ)

(13)

як частинний випадок загального подання потенцiалу швидкостей

ϕ(x, ξ, η, t) =
X

m,n

[Rmn(t) sin mη + Pmn(t) cos mη]ψmn(x, ξ).

Отже, Ω1 шукатимемо у виглядi

Ω1(x, ξ, η, t) =
X

m,n

[R(1)
mn(t) sin mη + P (1)

mn(t) cos mη]ψmn(x, ξ); (14)

ψmn(x, ξ) =
ch[κmn(x− x0)]

chκmnh
Ym(κmnξ).

При побудовi наближеного розв’язання (14) обмежимося членами тре-
тього порядку малостi вiдносно параметрiв у (12) i, вiдповiдно, у (14).

Будемо вирiшувати поставлену задачу варiацiйним методом, мiнiмi-
зуючи гамiльтонiан (7) iз обмеженнями у виглядi крайової задачi (2)—(5).

Цилiндричну систему координат Oxξη зв’яжемо iз незбуреною поверх-
нею рiдини Σ0, спрямовуючи вiсь Ox у бiк, протилежний вектору g.
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Глибина рiдини позначена через h, радiуси внутрiшнього i зовнiшньо-
го цилiндрiв – через R0 i R1. Вiдповiдно до розкладання у ряди функцiй
x = f(y, z, t) i ϕ(x, y, z, t) вирази для форми вiльної поверхнi i потенцiалу
швидкостей мають вигляд:

x = f(ξ, η, t) =
X

m,n

[rmn(t) sinmη + pmn(t) cosmη]fmn(ξ), (15)

fmn(ξ) = Ym(κmnξ), (16)

Ym(κmnξ) =
Jm(κmnξ)N

′

m(ςmn) −Nm(κmnξ)J
′

m(ςmn)

Jm(ςmn)N ′

m(ςmn) −Nm(ςmn)J ′

m(ςmn)
, (17)

ψmn(x, ξ) =
ch[κmn(x+ h)]

ch(κmnh)
Ym(κmnξ); (18)

Jm(κmnξ) i Nm(κmnξ) – функцiї Бесселя i Неймана m-го порядку; ςmn =
κmnR1 – коренi рiвняння

J
′

m(δς)N
′

m(ς) −N
′

m(δς)J
′

m(ς) = 0, δ = R0/R1.

Утримаємо у цих виразах основнi гармонiки для значень m = 0, 1, 2.
Сформульована задача – варiацiйна задача пошуку мiнiмуму функцiо-

нала (8) за наявностi обмежень у виглядi крайової задачi (2)—(5). Її розв’я-
зання дається виразами (15)—(18). Вирази для параметрiв функцiї (13)
отриманi у виглядi [3]:

P0(t) = C0[r1(t)ṙ1(t) + p1(t)ṗ1(t)] +D0ṗ0(t), (19)

R1(t) = 1
κ11

r1(t) + C2r
2
1(t)ṙ1(t) +D3p

2
1(t)ṙ1(t) + C1r1(t)p1(t)ṗ1(t)+

D2[r2(t)ṗ1(t) − p2(t)ṙ1(t)]+
C3[p1(t)ṙ2(t) − r1(t)ṗ2(t)] +B0p0(t)ṙ1(t) +B3r1(t)ṗ0(t).

(20)

Аналогiчний вигляд мають вирази для P1(t), R2(t), P2(t). Коефiцiєнти
C0, C1, C2, C3, B0, B1, B2, B3, D0,D1,D2,D3 обчислюються через обчислен-
ня iнтегралiв вiд функцiй Бесселя вигляду

iij =

R1Z

R0

ξYiYjY
′

i Y
′

j dξ.

Чисельне обчислення iнтегралiв такого вигляду пов’язане iз проблема-
ми точностi iнтегрування. У зв’язку з цiєю обставиною запропоновано ал-
горитм [3], який ґрунтується на апроксимацiї функцiй Бесселя дробово-
рацiональними виразами, що дозволяє запобiгти необхiдностi у чисель-
ному iнтегруваннi й отримати значення таких iнтегралiв в аналiтичному
виглядi.

Диференцiальнi рiвняння для визначення узагальнених координат
p0(t), r1(t), p1(t), r2(t), p2(t), якi входять у вирази вигляду (19),(20), отрима-
нi в [1]. Зокрема, рiвняння вiдносно r1(t) має вигляд:
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(21)

Аналогiчний вигляд мають рiвняння вiдносно решти узагальнених
координат. Коефiцiєнти dk обчислюються через обчисленi ранiше iнте-
грали вiд рiзних комбiнацiй функцiй Бесселя. Отже, якщо вiдшукати
розв’язки диференцiальних рiвнянь щодо функцiй rk(t), pk(t), k = 0, 1, 2
можна знайти вирази для узагальнених координат потенцiалiв швидко-
стей, а, отже, отримати розв’язок системи рiвнянь щодо коливань вiль-
ної поверхнi рiдини у рухомiй ємкостi i дослiдити процеси демпфування
коливань рiдини у ємкостi з подальшим оптимальним розташуванням
демпфуючих перегородок у рухомiй ємкостi.

З цiєю метою запишемо нелiнiйне диференцiальне рiвняння (21) (i ре-
шту з них за аналогiчною схемою) у виглядi

d2r1
dt2

+ ς1
dr1
dt

+ σ2
1r1 = H1 sinωt+N1(t). (22)

У цьому рiвняннi запроваджено позначення H1 = Hµ1ω
2, а через

N1(t) позначено нелiнiйну частину рiвняння (21). Нехай r(k)
1 (t) = r

(0)
1 (t) +

r
(k−1)
1 (t), де r(0)1 (t) — розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння

d2r1
dt2

+ ς1
dr1
dt

+ σ2
1r1 = H1 sinωt. (23)

Знайдемо розв’язок цього рiвняння за допомогою iнтегрального пере-
творення Лапласа.

R
(0)
1 (p) =

1

p2 + ς1p+ σ2
1

H1ω

p2 + ω2
=
A(p+ α1) +Bs1
(p+ α1)2 + s21

+
−Ap+Dω

p2 + ω2
; (24)

A =
1 + b(σ2

1 − ω2)

ς1σ2
1

; B =
b− ς1/2A

s1
;

D =
1 − bω2

ωσ2
1

; b =
ω2 − σ2

1 + ξ21
(ω2 − σ2

1)2 + ς21ω
2
; s21 = σ2

1 − ς21/4.

У просторi оригiналiв виразу (24) вiдповiдає такий вираз:

r
(0)
1 (t) = e−α1t(r01 cos s1t+ r02 sin s1t) + r03 cosωt+ r04 sinωt. (25)

α1 = ς1/2, r01 = H1ωA, r02 = H1ωB, r03 = −r01, r04 = H1ωD.

Оскiльки нелiнiйна частина N1(t) є функцiя не тiльки r1(t), а й решти
узагальнених координат, пошук розв’язку будемо здiйснювати за подвiй-
ною iтерацiйною схемою. Спочатку у нелiнiйнiй частинi утримуватимемо
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тiльки члени, що мiстять r1(t). Пiдставимо (25) у N1[r1(t)]. Пiсля простих
перетворень отримуємо

Nr1(t) = (q0 + q1 cos 2s1t+ q2 sin 2s1t)e
−2α1t + q4 cos(s1 + ω)t+ q5 sin(s1 + ω)t+

+(q7 cos(s1 − ω)t+ q8 sin(s1 − ω)t)e−α1t + q9 + q10 cos 2ωt+ q11 sin 2ωt.
(26)

Коефiцiєнти qk, k = 1, 11, обчислюються за вiдповiдними алгоритма-
ми. Пiдставимо отриманий вираз у рiвняння (22) i знову застосуємо до
нього iнтегральне перетворення Лапласа. Пiсля вiдшукання вiдповiд-
ного оригiналу отримаємо розв’язок r

(1)
1 (t). На наступному наближеннi

вирiшуємо за аналогiчною схемою диференцiальне рiвняння вiдносно
p
(0)
1 (t), p

(0)
2 (t), r

(0)
2 (t)i p(0)

0 (t). Повторюючи вказану процедуру, отримаємо
розв’язки диференцiальних рiвнянь вiдносно всiх узагальнених коорди-
нат у такому виглядi:

p
(k)
0 (t) =

Np0X

i=0

[p0
(k)
3i + p0

(k)
3i+1 cos βkt+ p0

(k)
3i+2 sin βkt]e

−γkt;

r
(k)
1 (t) =

Np0X

i=0

[r1
(k)
3i + r1

(k)
3i+1 cosβkt+ r1

(k)
3i+2 sin βkt]e

−γkt;

p
(k)
2 (t) =

Np0X

i=0

[p2
(k)
3i + p2

(k)
3i+1 cos βkt+ p2

(k)
3i+2 sin βkt]e

−γkt;

r
(k)
2 (t) =

Np0X

i=0

[r2
(k)
3i + r2

(k)
3i+1 cosβkt+ r2

(k)
3i+2 sin βkt]e

−γkt;

p
(k)
1 (t) =

Np0X

i=0

[p1
(k)
3i + p1

(k)
3i+1 cos βkt+ p1

(k)
3i+2 sin βkt]e

−γkt.

Всi зазначенi коефiцiєнти обчислюються програмним шляхом за вiд-
повiдними алгоритмами. Пiсля вирiшення цiєї задачi маємо вираз для
коливань вiльної поверхнi рiдини в ємкостi. З урахуванням виразiв для
узагальнених координат коливань вiльної поверхнi отримуємо явний ви-
раз для потенцiалу швидкостей (13), (18).

На рис. 1, 2 наведено графiки потенцiалу швидкостей (повздовжнi ко-
ливання рiдини в рухомiй ємностi) для випадку, коли в ємностi вiдсутня
перегородка (R0 = 0) для фiксованого x = 0, 5, h = 0, 2 (рiвень заповнення
ємностi рiдиною) та за наявностi перегородки (δ = R0/R1 = 0, 4; h = 0, 4).

Отриманi результати дають змогу вирiшити питання оптимального
розташування демпфуючих перегородок у ємностi з метою мiнiмiзацiї
впливу коливань на рух повiтряного судна.
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Рис. 1 – Повздовжнi коливання рiдини без перегородки: F (χ, η)

Рис. 2 – Повздовжнi коливання рiдини з перегородкою: F (χ, η)
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