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СИСТЕМ

Постановка проблеми
Метою статтi є розробка методу побудови та пониження порядку мо-

делей систем, ефект дiяльностi яких не може бути вираженим у мате-
рiальних фiзичних категорiях. Ключовим елементом моделей необхiдно
обрати той, що має фiзичну наочнiсть, дозволяє легко узагальнювати за-
лежностi щодо дiяльностi складних систем та будувати вiдповiднi опти-
мiзацiйнi процедури.

Сучаснi вимоги до оперативностi прийняття управлiнських рiшень
роблять актуальною розробку комп’ютеризованих систем пiдтримки
прийняття рiшень, ключову роль в яких грають компоненти прогнозно-
го моделювання. Поширеною є ситуацiя, коли чисельнi процедури пра-
цездатнi на модельних прикладах, але втрачають працездатнiсть при
збiльшеннi розмiрностi моделей реальних систем. У цьому разi виникає
так зване “прокляття розмiрностi”[1]. В контекстi даного дослiдження
прогнозне моделювання складної системи виконується для пошуку або
пiдтвердження правильностi обрання альтернативи рiшення на рiвнi
системи в цiлому або на рiвнi найбiльш вагомих її компонент. При цьому
iснує припущення щодо оптимальностi пiдлеглих складових процесiв.

Метою функцiонування складної системи є створення деякого кори-
сного ефекту. В практичних задачах критерiй максимуму корисного ефе-
кту використовується дуже часто. Будь-яка процедура оптимiзацiї може
дати результат лише за умови чiткого формального визначення зале-
жностi ефекту системи вiд вхiдних ресурсiв. У комерцiйних та виробни-
чих системах ефектом дiяльностi є фiзично наочнi та зрозумiли показни-
ки, наприклад, прибуток або обсяг виробництва. У бiльшостi держав-
них структур ефект дiяльностi є нематерiальним (наприклад, рiвень
безпеки, що забезпечують силовi структури) та визначається за непря-
мими оцiнками вiдповiдностi дiяльностi органiзацiї встановленим нор-
мативам. Звичайно для такої оцiнки використовується лiнiйна згортка
показникiв з ваговими коефiцiєнтами [2, 3]. Але цей пiдхiд не враховує
обмеження на показники та може призвести до збiльшення розмiрностi
системи.

Актуальною є задача розвитку та обґрунтування доцiльностi застосу-
вання методiв пониження розмiрностi моделей з урахуванням оптималь-
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ностi окремих складових складної системи, що моделюється за критерiєм
максимуму ефекту при обмеженнi на ресурси.

Кориснi ефекти дiяльностi складових елементiв системи можна зада-
ти логiстичними залежностями [4, 5], наприклад, у формi SL-функцiй [6]
SL(x) = a

1+e
−

2
T

·(x−∆x)
, де a, Т, ∆x — константи, — вхiдний ресурс. Зада-

ння залежностей часткових корисних ефектiв Ef у виглядi SL-функцiй
Ef(xi) = SL(xi) вiд таких вхiдних ресурсiв i як витрати на персонал, на
пiдвищення квалiфiкацiї, на обладнання, розглянуто в [6, 7]. На вищих
рiвнях iєрархiй ефекти визначаються мультиплiкативними згортками
для систем, ефект яких суттєво залежить вiд кожного складового еле-
менту, i адитивними для систем, в яких елементи структури в згортцi
з точки зору критерiю взаємозамiннi, або коли задачi окремих елементiв
структури мiж собою не зв’язанi, хоча i виконуються в iнтересах єдиної
цiлi. Оптимальний за максимумом ефекту розподiл коштiв мiж елемен-
тами iєрархiчної структури для адитивних та мультиплiкативних згор-
ток був проведений методами прямого перебору, покоординатного спуску
та iндиферентного заглиблення. Аналiз знайдених рiшень дозволив ви-
явити ефект самоорганiзацiї логiстичних згорток та сформулювати вiд-
повiдне правило [8].

Правило щодо самоорганiзацiї логiстичних згорток
Якщо

P

i=1,n

xi = x0 = const, то для множини логiстичних функцiй

SLi(xi), i = 1, n можуть бути знайденi такi апроксимуючi логiсти-
чнi функцiї SLR1(x0) та SLR2(x0), що max

X

Q

i=1,n

SLi(xi) ≈ SLR1(x0) та

max
X

P

i=1,n

SLi(xi) ≈ SLR2(x0).

Синергiзм не може бути абсолютним та має визначатись вiдносно по-
становки певної фiзичної задачi. Для цього введемо поняття ступеню си-
нергiзму, який визначатиме похибку апроксимуючої синергетичної зале-
жностi вiдносно функцiї згортки ефектiв. В роботi дослiджено залежнiсть
ступеню синергiзму вiд змiни параметрiв функцiй ефектiв окремих еле-
ментiв Ef1 = Ef1(x). Базовими є згортки ефектiв n однакових елементiв
Ef0 = Ef0(x), де x – вхiдний ресурс (рис. 1). Як бачимо, ступiнь синер-
гiзму згорток збiльшується при збiльшеннi n.Тут та надалi графiки, якi
вiдносяться до адитивних та мультиплiкативних згорток помiчаються
вiдповiдно символами “S”, “SN” (Sum) або “P”, “PN” (Product).

Розтягнення графiку вздовж вiсi абсцис dEf1
dx

< dEf0
dx

та вздовж вiсi
ординат dEf1

dx
> dEf0

dx
змiнює ефективнiсть модифiкованої системи.

Одночасне розтягнення графiку за двома координатами призводить
до похибки меншої у порiвняннi з розтягненням за окремими вiсями
(табл. 1).

Зсув графiку вздовж вiсi абсцис збiльшує граничний бар’єр вкладень
ресурсiв для початку ефективної дiї. Пiсля подолання означеного бар’-
єру зрiст Ef1 вiдбувається аналогiчно Ef0 за звичайною ефективнiстю
dEf1/dx = dEf0/dx. Ситуацiя характерна для тривалого недосконалого
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а) б) в)

Рис. 1 – Функцiї ефектiв Ef0 дiяльностi n(1 − 24) елементiв вiд обся-
гiв фiнансування та похибки апроксимацiї а) Ef0 (адитивна згортка; б)
Ef0 (мультиплiкативна згортка; в) максимальна (Errmax) та мiнiмальна
(Errmin) похибки апроксимацiї в залежностi вiд кiлькостi елементiв

. а) . б) .

. в) г)

Рис. 2 – Максимальна (Errmax) та мiнiмальна (Errmin) похибки апрокси-
мацiї згорток в залежностi вiд вхiдних ресурсiв: а) розтягнення вздовж
вiсi абсцис; б) розтягнення вздовж вiсi ординат; в) зсув вздовж вiсi абсцис;
г) зсув вздовж вiсi ординат
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Таблиця 1

Максимальнi похибки

Межа подiбно-
стi пiдроздiлiв

3 4 5 5

Вид згортки Адитивна
Мульти-

плiкативна Адитивна
Мульти-
плiкативна

Вид модифiка-
цiї залежностi
ефекту

Розтягнення
по вiсi абсцис

11% 2% 15% 4%

по вiсi ординат 15% 2.6% 16.5% 2.6%

по вiсям абсцис
та ординат

9% 2% 10% 2%

Зсув
по вiсi абсцис

12% 3% 15% 3%

по вiсi ординат 6% 6% 6.5% 7.5%

ресурсного забезпечення або нецiльового витрачання коштiв. Зсув гра-
фiку вздовж вiсi ординат можливий, якщо в силу специфiчних умов
функцiонування системи, окремi її елементи мають ненульовий ефект
при нульових вхiдних ресурсах, наприклад, ефект працi персоналу при
нересурсної стимуляцiї або очiкуваннi стимуляцiї [7].

Якщо параметри елементiв вiдрiзняються на порядок, похибка може
досягати 35%. Але рацiональною можна вважати систему, в якiй на одно-
му рiвнi iєрархiї взаємодiють елементи, якi можна порiвнювати за їх ефе-
ктами. Критична межа подiбностi має бути не бiльше 4-5 (табл. 1). Iнакше
лiдер буде працювати замiсть тих, хто вiдстає.

Похибка апроксимацiї мультиплiкативної згортки в бiльшостi ви-
падкiв не перевищує 2-4 % та рiдко досягає 7.5%. Це важливо, оскiльки у
практичних багатовимiрних задачах мультиплiкативна згортка зустрi-
чається набагато частiше адитивної. Ступiнь синергiзму адитивної згор-
тки менше, але при зростаннi вкладених вхiдних ресурсiв вона вiдчутно
зростає.

Окремi параметри апроксимуючих кривих можуть бути визначенi
аналiтично (табл. 2).

Аналiтичнi викладки важливi з точки зору зменшення витрат ма-
шинного часу при чисельному моделюваннi. Для подальшого аналiти-
чного дослiдження властивостей згорток дамо основнi визначення та до-
ведемо необхiднi умови прояви ефекту самоорганiзацiї.

Пiд згорткою ℵ функцiй fi, i = 1, n вiд аргументiв xi розумiємо багато-
вимiрну функцiю fn

0 (x1,x2 . . . ,xn) = ℵ
i=1,n

(fi(xi)) вiд аргументiв xi, i = 1, n

в яку функцiї fi, входять за єдиними для всiх i = 1, n правилами, якi
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Таблиця 2

Аналiтично визначенi параметри апроксимуючих кривих

Параметри апрокси-
муючої функцiї

Для адитивної згор-
тки

Для мультиплiка-
тивної згортки

d0

P

i=1,n

di

Q

i=1,n

di

a0

P

i=1,n

ai

Q

i=1,n

ai

визначаються властивостями певної згортки ℵ.
Якщо аргументи згортки можуть бути вираженi функцiями єдиного

аргументу xi(x
n
0 ), i = 1, n, то така згортка може розглядатись як функцiя

одного аргументу fn
0 (xn

0 ) = ℵ
i=1,n

(fi(xi(x
n
0 ))), де нижнi iндекси познача-

ють порядковий номер елементу, 0 – визначає результуючий ресурс або
узагальнюючу функцiю, верхнiй iндекс позначає загальну кiлькiсть еле-
ментiв в структурi до якої має вiдношення певний елемент або загальний
результат.

1. Монотонно зростаючою будемо називати згортку ℵ
i=1,n

(fi(xi)), для

якої справедливе твердження: якщо кожна функцiя fi(xi), i = 1, n є мо-
нотонно зростаючою, тобто fi(xi + ∆xi) ≥ fi(xi) [9], то ℵ

i=1,n
fi(xi + ∆xi) ≥

ℵ
i=1,n

fi(xi), де ∆xi ≥ 0.

2. Неперервною будемо називати таку згортку, для якої справе-
дливе твердження: якщо функцiї fi(xi), i = 1, n —неперервнi, тобто
для ∀

P

> 0∃∆xi ≥ 0, |fi(xi + ∆xi) − fi(xi)| <
P

, i = 1, n [9], то
згортка fn

0 (x1,x2, . . .,xn) = ℵ
i=1,n

(fi(xi)) є функцiєю неперервною за ко-

жною координатою xi, тобто ∀
P

> 0∃ ∆xi ≥ 0, | ℵ
i=1,n

(f1(x1), . . ., fi(xi +

∆xi), . . ., fn(xn)) − ℵ
i=1,n

(fi(xi))| <
P

, i = 1, n.

Також вiрним буде ∀
P

> 0∃∆xi ≥ 0, | ℵ
i=1,n

(fi(xi+∆xi))− ℵ
i=1,n

(fi(xi))| <
P

, i = 1, n, де хоча б один ∆xi > 0.
Якщо, крiм того iснують неперервнi функцiї xi(x

n
0 ), i = 1, n, то згортка

fn
0 (xn

0 ) = ℵ
i=1,n

(fi(xi(x
n
0 ))) є неперервною одномiрною функцiєю, тобто ∀

P

>

0∃∆xn
0 ≥ 0, | ℵ

i=1,n
(fi(xi(x

n
0 + ∆xn

0 ))) − ℵ
i=1,n

(fi(xi(x
n
0 )))| <

P

, i = 1, n.

Наприклад, неперервнiсть адитивної та мультиплiкативної згорток
можуть бути доведено з теореми про неперервнiсть суми, рiзницi та добу-
тку неперервних функцiй [9].

3. Згортка ℵ є рекурентною або має властивiсть накопичування потен-
цiалу (ефекту та iн.) якщо ℵ

i=1,n
(fi(xi)) = ℵ

i=1,n
( ℵ
i=1,n

(fi(xi)), fn(xn)).

Рекурентними є такi простi згортки, як адитивна, мультиплiкативна
та такi складнi згортки:

• iєрархiчнi комбiнованого типу, коли на одному рiвнi iєрархiї в однiй
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гiлцi присутнi лише згортки одного елементарного типу (адитивнi
або мультиплiкативнi);

• до яких було застосовано монотонне перетворення, наприклад,
адитивно-логарифмiчна, тобто мультиплiкативна згортки, до якої
застосована операцiя логарифмування.

Нерекурентними є будь-якi усереднюючи згортки. Наприклад, еле-
мент ℵ

i=1,n−1
(fi(xi)) на попередньому кроцi згортання був усереднений за

величиною n − 1, елемент fn(xn) не усереднювався (усереднення за ве-
личиною 1). На n-му кроцi обидва елементи будуть усередненi за вели-
чиною 2, що призведе до невiрного обчислювання середнiх показникiв.
Виникає необхiднiсть модифiкацiї згортки шляхом ускладнення проце-
дури усереднення, наприклад, за допомогою коефiцiєнтiв усереднення,
якi змiнюються вiдповiдно до попередньої iсторiї елементiв згортки.

Надалi розглядаємо лише неперервнi монотонно-зростаючi функцiї та
неперервнi монотонно-зростаючi рекурентнi згортки.

Теорема 1. Про монотоннiсть оптимальної згортки двох монотон-
них функцiй.

Якщо fi(xi), i = 1, 2 неперервнi монотонно зростаючi,
P

i=1,2

xi = x0 =

const, то f2
0 (x2

0) = max
xi,i=1,2

ℵ
i=1,2

fi(xi) — неперервна монотонно зростаюча

функцiя.
Доведення
1. Неперервнiсть. x1 та x2 = x0 − −x1 неперервнi. f1, f2 неперервнi за

визначенням. Отже f2
0 (x2

0) = ℵ
i=1,2

fi(xi) неперервна.

2. Монотоннiсть. Нехай x0 отримує скiнченне прирощення ∆x0 =
∆x1 + ∆x2, де спiввiдношення ∆x1 и ∆x2 є довiльним. Оскiльки f1, f2
монотонно зростають (fi(xi + ∆xi) ≥ fi(xi), i = 1, 2), то за визначенням
монотонної згортки (незалежно вiд спiввiдношення мiж ∆x1 и ∆x2) .

ℵ
i=1,2

(fi(xi + ∆xi) ≥ ℵ
i=1,2

fi(xi) (1)

Для всiх i = 1, 2 оптимальнi прирощення за координатами ∆xi

є пiдмножинами множин Ω∆xi можливих значень ∆xi при певних
∆x0 (∆xi ⊂ Ω∆xi). Отже, для ∆xi справедливе (1), але ℵ

i=1,2
(fi(xi +∆xi)) =

max
xi+∆xi,i=1,2

ℵ
i=1,2

fi(xi), тобто оптимальна згортка max
x+

i
∆xi,i=1,2

ℵ
i=1,2

fi(xi) ≥

ℵ
i=1,2

(fi(xi)) є монотонно-зростаючою за кожною координатою.

З урахуванням x2 = x0 − x1, виразимо згортку у виглядi функцiї ар-
гументiв x0,x1. Для кожного x0 iснує x1, що максимiзує згортку. Тобто,
можна вважати x1, x2 функцiями вiд x0 та виразити функцiю опти-
мальної величини згортки у виглядi функцiї одного аргументу f2

0 (x0) =
max

xi,i=1,2
ℵ

i=1,2
(fi(xi(x0))).
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Припустимо, що при деякому x0 оптимальними були x1, x2. Нехай x0

отримує прирощення ∆x0, яке має розподiлитись оптимально мiж коор-
динатами x1 та x2. Оптимальнi прирощення ∆x1, ∆x2 можуть вiдбува-
тись за окремими координатами або за обома координатами одночасно.
Оскiльки, як було вiдмiчено вище, max

xi,i=1,2
ℵ

i=1,2
(fi(xi(x0))) монотонно зро-

стає за кожною координатою, то у всiх варiантах розподiлу прирощення
за координатами, загальна величина згортки буде зростати.

Отже зростання x0 веде до зростання max
xi,i=1,2

ℵ
i=1,2

(fi(xi(x0))) та функцiя

f2
0 (x0) = max

xi,i=1,2
ℵ

i=1,2
(fi(xi(x0))) є монотонно зростаючою. Теорему доведено.

Якщо x1 та x2 — вхiднi ресурси, а fi(xi(x0)) — монотонно-зростаючi
функцiї ефектiв, то за фiзичним змiстом збiльшення загального вхiдного
ресурсу має привести до прирiсту загального корисного ефекту f2

o (xo).
Теорема 2. Про монотоннiсть оптимальної згортки n монотонних

функцiй.
Якщо fi(xi), i = 1, n неперервнi монотонно зростаючi,

P

i=1,n

xi = x0 =

const, то fn
o (xn

o ) = max
xi,i=1,n−1

ℵ
i=1,n−1

(fi(xi)) є неперервною монотонно зроста-

ючою.
Доведення
1. Неперервнiсть. Для всiх i = 1, nxi та fi(xi) неперервнi. Отже fn

o (xn
o ) =

ℵ
i=1,n

(fi(xi)) також є неперервною.

2. Монотоннiсть. Припустимо, що iснує згортка

f
n−1
o (xn−1

o ) = max
xi,i=1,n−2

ℵ
i=1,n−2

(fi(xi)) (2)

яка є монотонно зростаючою функцiєю при будь-яких xn−1
o , якi задоволь-

няють умовi
x

n−1
o =

X

i=1,n−1

xi = const. (3)

Нехай fn(xn) монотонно зростаюча. Вiдповiдно до визначення рекурен-
тної згортки

f
n
o (xn

o ) = max
xn

ℵ
(
f

n−1
o (xn−1

o ), fn(xn)) (4)

x
n−1
o + xn = x

n
o = const. (5)

Оптимальне значення xn−1
o в згортцi з n елементiв буде вiдрiзнятись

вiд оптимального xn−1
o в згортцi з n − 1 елементiв, але в обох випад-

ках оптимальна залежнiсть fn−1
o (xn−1

o ) буде однаковою. Рiзними будуть
оптимальнi точки на цiй залежностi.

Якщо позначити x0 = xn
0 , x1 = xn, x2 = xn−1

0 , f1 = fn, f2 = fn−1
0 та якщо

fn−1
o (xn−1

o ) та fn(xn) монотонно зростаючi, то згiдно теореми 1 монотонно
зростаючою буде оптимальна функцiя fn

o (xn
o ).

Функцiя f1(x1) монотонно зростаюча за визначенням. Методом мате-
матичної iндукцiї виводимо, що монотонно зростаючими будуть fn

o (xn
o )
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для всiх n >0. Теорему доведено.
Аналогiчно доводиться теорема про сувору монотоннiсть згорток.
Теорема 3. Про сувору монотоннiсть згорток n суворо монотонних

функцiй.
Якщо fi(xi), i = 1, n неперервнi, суворо монотонно зростаючi,

P

i=1,n

xi =

x0 = const, то fn
o (xn

o ) = max
xi,i=1,n−1

ℵ
i=1,n−1

fi(xi) також є безперервною, суворо

монотонно зростаючою.
В теоремах 2, 3 загальний вигляд fn

o (xn
o ) залежить вiд вигляду фун-

кцiй fi(xi), i = 1, n. Справедливiсть теореми 3 є необхiдною умовою спра-
ведливостi правила щодо самоорганiзацiї логiстичних згорток. Дiйсно
логiстична SL-функцiя безперервнi суворо-монотонно-зростаючою, а ади-
тивна та мультиплiкативна згортки є безперервними, монотонними, ре-
курентними. Теореми 1,2,3 також можуть бути використанi для визна-
чення властивостей згорток логiстичних SL-функцiй. Основним досягне-
нням, що очiкується отримати за допомогою теорем 1, 2, 3 має бути роз-
повсюдження синергетичних властивостей адитивних та мультиплiка-
тивних згорток на бiльш складнi види згорток, якi вiдповiдають вимогам
монотонностi (суворої монотонностi), безперервностi, рекурентностi.

Висновки
У роботi показанi синергетичнi властивостi логiстичних згорток, до-

слiджено залежнiсть ступеню синергiзму вiд параметрiв логiстичних за-
лежностей i узагальненi властивостi згорток. Узагальнення властиво-
стей згорток дозволяє розповсюдити вже вiдомi властивостi адитивних
та мультиплiкативних згорток на iншi класи згорток. Серед цих важли-
вих властивостей є рекурентна властивiсть згортки, яка бiльш вiдома у
виглядi методу iндиферентного заглиблення.

В подальших дослiдженнях як функцiї, що згортаються, слiд розгля-
нути кусково-неперервнi функцiї з розривами першого роду. Крiм того
дослiдження слiд поширити на вiдомi властивостi адитивних та муль-
типлiкативних згорток на iншi класи згорток стосовно конкретних при-
кладних задач.

Лiтература
1. Беллман Р. Динамическое програмирование. – М.: Изд-во иностран-

ной литературы, 1960. - 400 с.

2. Основы теории и методологии планирования строительства Воору-
женных Сил Российской Федерации /А.В. Квашнин, В.И. Останков,
В.Л. Манько и др.; Под ред. А.В. Квашнина.- М.: Воентехиздат, 2002.
- 232 с.

3. Облiк оборонних ресурсiв за допомогою формуляра вiйськової части-
ни. Частина 1. Методики опрацювання формуляра: Монографiя /
В.Л. Шевченко, Є.Ф. Шелест, Р.М. Федоренко та iн. /За ред. Є.Ф. Ше-
леста, В.Л. Шевченка. – К.: ННДЦ ОТ i ВБ України, ГШ ЗС України,
2003. – 160 с.

ISSN 1562-9945 91



“АСАУ” – 9(29) 2006

4. Verhulst P.F. Notis surla quela population suit dans son acoroissement //
Corresp. Math. Phys. 10, 1838. - P. 113 - 121.

5. Pearl R., Reed L.I. On the rate of growth of the population of
the United States since 1790 and its mathematical representation. –
Proc.Nat.Acad.Sci., (Wash) 6, 1930. - P. 275 - 288.

6. Шевченко В.Л. Застосування залежностей з обмеженням зросту
для спрощення побудови прогнозуючих моделей воєнно-економiчних
процесiв// Збiрник наукових праць. Вип. 4 (24) / Редкол.: Шпура М.I.
(голова) та iн. – Київ: ННДЦ ОТ i ВБ України, 2004. – С. 102 - 110

7. Шевченко В.Л. Врахування суб’єктивних факторiв при моделюван-
нi економiчної безпеки// Зб.наук. праць. Недержавна система безпеки
пiдприємництва як суб’єкт нацiональної безпеки України. Спецiалi-
зов. вип. за матер. наук.-практ. конф. 16-17 травня 2001 р., Київ,
видавництво Європейського унiверситету, 2001. - C. 218 - 224.

8. Лоскутов А.Ю., Михайлов А.С. Введение в синергетику: Учеб. Руко-
водство. - М.: Наука. Гл. Ред.физ.-мат.лит., 1990. - 272 с.

9. Банах С. Дифференциальное и интегральное исчисление.- М.: Нау-
ка. Гл. Ред.физ.-мат.лит., 1966.- 436 с.

92 ISSN 1562-9945


