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ОПТИМАЛЬНЕ ЗА ВИТРАТАМИ ПАЛИВА
ПРОГРАМНЕ КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ З

ТРАНСПОРТНИМ ЗАПIЗНЮВАННЯМ

Питанням програмного оптимального керування присвячена досить
велика кiлькiсть праць [3,6,9,10], при цьому у бiльшостi з них пiд опти-
мальним програмним керуванням мається на увазi визначення у фун-
кцiї часу такого керуючого впливу i вiдповiдної до нього фазової траєкто-
рiї об’єкта, якi є розв’язок заданої оптимiзацiйної задачi.

Найближчими до класу задач на оптимум витрат палива є задача ма-
ксимальної швидкодiї [5,6]. Ця близькiсть обумовлена низкою факторiв i,
зокрема, тотожним характером змiни керуючого впливу на вiдповiдних
дiлянках отриманого руху системи. Виходячи iз цього, вiзьмемо за основу
методику синтезу оптимальних керуючих впливiв, запропонованих в [6]
для систем iз максимальною швидкодiєю i адаптуємо її до задач на опти-
мум витрат палива. При цьому основними вiдмiнними особливостями,
якi знаходять своє вiдображення у методицi побудови оптимальних за
витратами палива керувань, є наступнi:

1. рух системи керування з транспортним запiзнюванням описуються
диференцiальними рiвняннями iз загаяним аргументом, що приму-
шує використовувати вiдповiднi правила їх iнтегрування;

2. оптимальнi за витратами палива керування вiдрiзняються вiд по-
дiбних до них керувань у системах iз максимальною швидкiстю як
числом рiвнiв, так й iнтервалiв їхньої знакосталостi. Це призводить
до збiльшення як розмiрностi оптимiзацiйної задачi, так i до неодно-
рiдностi розв’язку рiвнянь динамiки систем керування;

3. внаслiдок збiльшення числа рiвнiв та iнтервалiв оптимального керу-
вання зростає число шуканих параметрiв, якими є вiдповiднi момен-
ти перемикання та сталi iнтегрування рiвнянь динамiки систем ке-
рування. Це призводить до суттєвої залежностi розв’язку даної опти-
мiзацiйної задачi вiд додаткових умов, якi випливають iз принципу
максимуму [2], i можуть бути визначенi лише для деяких момен-
тiв перемикання. У зв’язку з цим, можливiсть вiдшукання розв’язку
задачi на оптимум витрат палива залежить вiд порядку рiвняння
динамiки системи керування.

Таким чином, якщо першi два фактори i створюють певнi труднощi
при аналiтичному розв’язаннi даної оптимiзацiйної задачi, то останнє за-
уваження є принциповим, що обмежує клас систем, для яких аналiтично
може бути отримане оптимальне за мiнiмумом витрат палива програмне
керування.
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Використовуючи вказану методику, отримаємо аналiтичнi залежностi
моментiв перемикання оптимального керування вiд вигляду критерiїв
витрати палива та межових умов для одного iз найпростiших класiв
динамiчних систем iз транспортним запiзнюванням – систем керування
другого порядку.

Оптимальне програмне керування системою iз двох
iнтегруючих ланок

Рiвняння динамiки системи керування, структура якої вiдповiдає
двом iнтегруючим ланкам, мають вигляд:

dx1(t)
dt

= x2(t− τ );
dx2(t)

dt
= u (t) ; (0 ≤ t ≤ tk) ,

(1)

де: x1 (t), x2 (t) – змiннi стану системи керування;
τ = const > 0 – чисте часове (транспортне) запiзнювання;
u (t) – керування, яке обмежене за величиною умовою

|u(t)| ≤ 1, (0 ≤ t ≤ tk) , (2)

tk – кiнцевий момент часового iнтервалу керування;

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2; x1(tk) = x2(tk) = 0 початковi i кiнцевi умови. (3)

Для однозначного визначення руху системи на вiдрiзку часу t ∈ [0, tk]
необхiдно задати допустиме керування u(t), (0 ≤ t ≤ T ) та початкову
неперервну функцiю ϕ(t), яка визначена на вiдрiзку −τ ≤ t ≤ 0.

В результатi вектор-функцiя x(t) = {x1(t), x2(t)}, яка задана на вiд-
рiзку −τ ≤ t ≤ tk i всюди неперервна на ньому, називається траєкторiєю
системи (1), що вiдповiдає допустимому керуванню u(t) i заданiй початко-
вiй функцiї ϕ(t)(−τ ≤ t ≤ 0), якщо функцiя x(t) на вiдрiзку 0 ≤ t ≤ tk
задовольняє рiвняння (1), а на вiдрiзку −τ ≤ t ≤ 0 збiгається iз функцiєю
ϕ(t).

Якщо крiм забезпечення заданих межових умов (3) додатково вима-
гається, щоб у системi за t ≥ tk забезпечувався заданий усталений рух
вигляду

x1(t) = x2(t) = 0, (4)

то iз-за наявного у системi чистого часового запiзнювання цей режим
досягається лише за умови

x2(t) ≡ 0 , tk − τ ≤ t ≤ tk. (5)

Послiдовно використовуючи принцип максимуму i метод фазового
простору [1,2] вирiшуємо двi задачi на оптимум витрат палива, перша
з яких є так звана задача iз компромiсним критерiєм, що враховує
швидкодiю керування i витрати палива при нефiксованiй тривалостi
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перехiдного процесу системи, а друга – тiльки чисту витрату палива
при заданiй тривалостi процесу керування.

Спочатку розглянемо першу оптимiзацiйну задачу.
Задача 1. Треба знайти оптимальне керування u(t), яке переводить

систему iз заданого початкового стану x(0) = x0 =
˘

x0
1, x

0
2

¯

при поча-

тковiй функцiї ϕ(t)
∆
= x2(t)(−τ ≤ t ≤ 0) у кiнцевий, нульовий стан

x(tk) = {x1(tk), x2(tk)} = 0 i забезпечує при цьому мiнiмум функцiона-
лу

J1(u(t)) =

tk
Z

0

(k + |u(t)|)dt, (6)

де: k > 0 – ваговий коефiцiєнт, що враховує тривалiсть перехiдного про-
цесу у системi;
tk – заздалегiдь не задано (не зафiксоване).

Згiдно з принципом максимуму [2] гамiльтонiан системи (1) для фун-
кцiоналу (6) запишеться так:

H [x(t), u(t), ψ̄(t)] = k + |u(t)| + ψ1(t)x2(t− τ ) + ψ2(t)u(t). (7)

Допомiжнi змiннiψ1(t), ψ2(t) є розв’язок канонiчних рiвнянь, що мають
такий вигляд:

ψ̇1(t) = 0, (0 ≤ t ≤ tk);

ψ̇2(t) = −ψ1(t+ τ ), (0 ≤ t ≤ tk − τ );

ψ̇2(t) = 0, (tk − τ ≤ t ≤ tk),

(8)

з яких маємо:

ψ1(t) = ψ0
1 = const, (0 ≤ t ≤ tk);

ψ2(t) = −ψ0
1t+ ψ0

2 , (0 ≤ t ≤ tk − τ );
ψ2(t) = −ψ0

1(tk − τ ) + ψ0
2 = const, (tk − τ ≤ t ≤ tk),

(9)

де ψ0
1 , ψ

0
2 – початковi умови для системи рiвнянь (8).

Оптимальне керування u∗(t), яке доставляє максимум гамiльтонiану
(7), визначається як

u∗(t) =



0, якщо |ψ2(t)| < 1;
−signψ2(t), якщо |ψ2(t)| > 1.

(10)

за умови, що iз розгляду виключаються виродженi керування вигляду

0 ≤ u(t) ≤ 1, якщо ψ2(t) = −1;
−1 ≤ u(t) ≤ 0, якщо ψ2(t) = 1.

(11)

Графiки змiни значень функцiй ψ2(t), u(t), ẋ1(t), x2(t) подано на рис. 1.
Спiввiдношення (10) визначають наступнi оптимальнi керуючi по-

слiдовностi {0}, {+1}, {−1}, {0,+1}, {0,−1}, {−1, 0}, {+1, 0}, {−1, 0,+1},
{+1, 0,−1} , iз яких, своєю чергою вiдповiдно до заданого кiнцевого ру-
ху системи (1) можуть бути вилученi такi керуючi послiдовностi, як: {0},
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Рис. 1 – Графiки змiни значень функцiй
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{+1, 0}, {−1, 0}. Вибираючи за базовi оптимальнi керуючi послiдовностi
загального виду {−u0, 0, u0}, де u0 = ±1, знаходимо у результатi iнте-
грування системи рiвнянь (1) за межових умов (3) i “зшиваючи” фазовi
траєкторiї iз рiзних дiлянок руху системи, отримаємо такi спiввiдноше-
ння мiж шуканими моментами перемикання оптимального керуючого
впливу u∗(t) :

t3 − (t2 + t1 + τ ) = −u0x
0
2;

t23 − (t2 + τ )2 − (t1 + τ )2 = 2u0x̃
0
1 − 2u0x

0
2τ − τ 2,

(12)

де: t1, t2, t3 – вiдповiдно перший, другий i третiй моменти перемикання
оптимального керування u∗(t);

x̃0
1 = x0

1 +
τ
R

0

ϕ(t)dt – змiщена початкова умова завдяки ефекту запiзнюва-

ння на початку першого iнтервала руху системи.
Очевидо, що отримана система рiвнянь не розв’язується вiдносно шу-

каних величин t1, t2, t3, тому з метою отримання додаткового лiнiйно
незалежного спiввiдношення мiж моментами ti (i = 1, 2, 3) використову-
ється умова стацiонарностi гамiльтонiана H [x(t), u(t), ψ̄(t)] уздовж опти-
мальної траєкторiї руху x∗(t), а саме у момент часу t = t2.

H [x∗(t),x∗(t− τ ), ψ̄∗(t), u∗(t)]|t=t2 = 0. (13)

Звiдси, з урахуванням того, що u∗(t2) = 0, отримуємо

H |t=t2 = k + x2(t2 − τ )ψ0
1 = 0 (14)

i знаходимо

ψ0
1 =

k

x2(t2 − τ )
. (15)

Використовуючи ранiше отриманi вирази (9) для допомiжних функцiй
ψ1(t), ψ2(t), зв’язуємо невiдому початкову умову ψ0

1 з моментами часу t1,
t2 таким чином. Маємо

ψ2(t1) = −ψ0
1t1 + ψ0

2 = u0; (16)

ψ2(t2) = −ψ0
1t2 + ψ0

2 = −u0 (17)

i вiднiмаємо (16) iз (17), отримуючи

t2 − t1 =
2u0

ψ0
1

(18)

i пiсля пiдстановки (15) у (18) маємо

t2 − t1 =
1

k
[2u0x2(t− τ )]. (19)

Якщо тепер скористатися розв’язком системи диференцiальних рiв-
нянь (1) для координати x2(t− τ ), то маючи вираз
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x2(t2 − τ ) = x2(t1) = x0
2 − u0t1, (20)

iз (19) отримуємо шукане додаткове спiввiдношення мiж моментами t2 i
t1

t2 =
k + 2

k
t1 −

2u0x
0
2

k
. (21)

Розв’язуючи тепер вже сумiсну систему рiвнянь (12) i (21), знаходимо
явнi аналiтичнi вирази для моментiв перемикання tj , j = 1, 2, 3 опти-
мального керування u∗(t):

t1 = u0x
0
2 ±

s

k

k + 2

„

(x0
2)

2

2
+ u0x̃0

1

«

, (22)

t2 = u0x
0
2 ±

s

k + 2

k

„

(x0
2)

2

2
+ u0x̃0

1

«

, (23)

t3 = tк = u0x
0
2 ± 2(k + 1)

s

1

k(k + 2)

„

(x0
2)

2

2
+ u0x̃0

1

«

+ τ. (24)

Вочевидь, спiввiдношення (22),(23) i (24) справджуються лише за умо-
ви, що tj ≥ 0, j = 1, 2, 3 i t2 − t1 ≥ τ . Якщо значення величини t1 є
вiд’ємне, це свiдчить про вiдсутнiсть першого iнтервалу в оптимальнiй
послiдовностi {−u0, 0, u0}, яка приймає такий скорочений вигляд: {0, u0},
де u0 = ±1. Система алгебраїчних рiвнянь вiдносно t2, t3 набуває вигляду

t3 − (t2 + τ ) = −u0x
0
2,

t23 − (t2 + τ )2 = 2u0x̃
0
1 − 2u0x

0
2τ,

(25)

розв’язком якої буде

t2 =
u0x0

2
2

−
x̃0
1

x0
2

t3 = tk = −
u0x0

2
2

−
x̃0
1

x0
2

+ τ.

9

=

;

(26)

Оскiльки до кожного iз виразiв (22), (23), (24) i (26) для визначення мо-
ментiв перемикання входить значення оптимального керування u0 = ±1
на першому, початковому iнтервалi руху, то вiд правильного його вибору
у значнiй мiрi залежить вирiшення поставленої задачi. Вiдомо, [1,6,7], що
початкове керування u0 залежить вiд межових умов x(0) = x0 i x(tk), але
оскiльки у даному випадку x(tk) = 0, то досить визначити u0 тiльки як
функцiю x0, а саме

u0 =



sign x0
1,якщо x0

1 6= 0,
sign x0

2,якщо x0
1 = 0.

(27)

Зауважимо, що якщо обидва значення для моменту t1 згiдно (22) є
додатнi, то як шукане слiд вибирати бiльше з цих значень.

Тепер розглянемо вирiшення другої задачi:
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Задача 2. Для системи вигляду (1) треба знайти оптимальне керува-
ння u∗(t), яке переводить її iз початкового стану x(0) = x0 у кiнцевий
нульовий стан x(tk) = 0 за умови, що x2(t) = ϕ(t)(−τ ≤ t ≤ 0), а функцiо-
нал якостi процесу керування

J2(u(t)) =

tk
Z

0

|u(t)|dt (28)

досягав свого мiнiмального значення. Тут величина tk зазделегiдь фiксо-
вана. Як i ранiше, зберiгаються умови (4) i (5) усталеного руху системи по
завершенню перехiдного процесу, якi доповнюються умовою iснування
розв’язку даної задачi оптимального керування.

tk ≥ t∗k, (29)

де t∗k – тривалiсть оптимального за швидкодiєю процесу керування для
системи (1).

Використавши спочатку методику вирiшення задач оптимальної
швидкодiї [6], знайдемо величину t∗k, що визначає згiдно з (29) iснування
розв’язку оптимiзацiйної задачi 2. Ця величина дорiвнює

t∗k = τ + u0x
0
2 ±

q

(x0
2)

2/2 + u0x̃0
1, (30)

де x̃0
1 = x0

1 +
τ
R

0

ϕ(t)dt – змiщена завдяки початковiй функцiї ϕ(t) межова

умова для координати x1(t), а допустимi значення для t∗k будуть тiльки
додатнi.

В силу подiбностi процесiв оптимального керування i рiвного числа
моментiв перемикання для обох оптимiзацiйних задач для синтезу опти-
мальних програмних керувань при фiксованому tk досить у виразах (12)
i (25) покласти третiй кiнцевий момент перемикання t3 = tk

У пiдсумку з (12) при трьох iнтерввалах оптимального керування
{−u0, 0, u0}, де u0 = ±1, маємо:

t1 =
1

2

ˆ

u0x
0
2 + tk − τ

˜

−
1

2

q

(tk + u0x0
2 − τ )2 − 2(x0

2)
2 − 4u0x̃0

1 (31)

t2 =
1

2

ˆ

u0x
0
2 + tk − τ

˜

+
1

2

q

(tk + u0x0
2 − τ )2 − 2(x0

2)
2 − 4u0x̃0

1 (32)

За наявностi лише двох iнтервалiв оптимального керування {0, u0},
коли вважається, що t1 = 0, використовується тiльки спiввiдношення
(25), яке дає такi величини:

t2 = tk − τ + u0x
0
2,

Tk = −
x̃0
1

x0
2

+ τ −
u0x0

2
2
,

(33)

де Tk – тривалiсть оптимального за витратами палива двохiнтерваль-
ного процесу при початкових умовах (координатах) x̃0

1, x
0
2 для критерiя
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вигляду (28). Якщо Tk > tk, то розв’язку оптимiзацiйної задачi 2 не iснує,
а якщо Tk < tk, то треба використовувати для керування трьохiнтер-
вальну послiдовнiсть {−u0, 0, u0}. I тiльки за умови Tk = tk має мiсце
вiдповiднiсть початкових умов x̃0

1, x
0
2 величинi фiксованої тривалостi tk

оптимального за витратами палива перехiдного процессу в системi (1).
Таким чином, на прикладi найпростiшої системи другого порядку з

транспортним запiзнюванням вигляду (1) було показано, що програмне
оптимальне за витратами оптимального керування залежить що вiд ви-
гляду критерiя оптимiзацiї, так i вiд початкової функцiї ϕ(t)(−τ ≤ t ≤ 0)
i межових умов.
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