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ЛОГIСТИЧНА SL-ЗГОРТКА ТА ЛОГIСТИЧНА
SL-СПЛАЙН IНТЕРПОЛЯЦIЯ В МОДЕЛЯХ

ПРОЦЕСIВ РОЗВИТКУ

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй та видiлення
невирiшених частин проблеми

В практицi економiчних розрахункiв дуже часто вiддають перевагу
методикам, що надають швидку вiдповiдь на питання та некритичнi
до вхiдних даних, навiть якщо вони не мають досконалої точностi. До-
сить розповсюдженим є простий але ефективний математичний прийом
лiнiйної згортки. Це стосується побудови багатофакторних економiчних
моделей [1, 2], вирiшення багатокритерiальних [3, 4, 5] та iнших задач.
В цих задачах використовується простота та наочнiсть лiнiйної згортки.

Але добре вiдоме що навiть якщо реальнi об’єкти на певної дiлянцi роз-
витку можуть бути представленi лiнiйними моделями, майже всi вони
мають обмеження на свої змiннi. Введення двостороннiх обмежень пере-
творює лiнiйну модель на ступiнчасту з нахиленою середньою частиною,
що ускладнює математичне описання, та робить розриви у похiдних вiд-
повiдних залежностей. Використання лiнiйної згортки в багатокритерi-
альних задачах теж має свої проблеми, якщо в них не врахованi обме-
ження на ваговi величини оцiнок. Наприклад, якiсть телевiзору у якому
вiдсутнє зображення нiяк не може бути повернута до 100% за рахунок
iншого показника, наприклад якостi звуку [5].

Актуальнiсть i постановка задачi
Таким чином, актуальними є замiна лiнiйної згортки деякої плавною

функцiєю при одночасному вирiшеннi декiлькох задач: збереження пере-
ваг лiнiйної згортки, якi забезпечили їй широке застосування; модифiку-
вання лiнiйної згортки таким чином, щоб врахувати iснуючi обмеження
та забезпечити безперервнiсть похiдних; забезпечити простоту переходу
вiд лiнiйної моделi з обмеженням до нової плавної функцiї. Сформульо-
вану задачу доцiльно поширити на випадок ступiнчастої функцiї в якої
перемежаються декiлька дiлянок зростання та постiйностi функцiї.

Одним з методiв зняття обмежень є замiна лiнiйної функцiї з двосто-
роннiми обмеженнями на логiстичнi функцiї у виглядi канонiчних SL-
функцiй [6, 7].

SL(x) =
a

1 + b · e−c·x
, (1)

де a, b, c – коефiцiєнти.

c© В.Л. Шевченко, 2004

ISSN 1562-9945 39



“АСАУ” – 7(27) 2004

Мета роботи
Метою роботи є дослiдити можливiсть використання логiстичних

SL- функцiй для замiни лiнiйної згортки та лiнiйних ступiнчастих фун-
кцiй таким чином, щоб забезпечити простоту визначення параметрiв SL-
функцiй, забезпечити простоту переходу вiд лiнiйних до SL- функцiй.

Лiнiйнi функцiї широко використовуються в моделях, оскiльки до-
зволяють з єдиних позицiй, без суттєвих зусиль, описувати рiзноманiтнi,
навiть нелiнiйнi, явища. Але якщо в останньому випадку, ви починаєте
змiщуватись з точки лiнеаризацiї, то коефiцiєнти потребують перераху-
вання. Крiм того вiдбувається небажане маскування нелiнiйного хара-
ктеру явища, що моделюється. Серед нелiнiйних процесiв часто зустрi-
чаються ступiнчатi, тобто процесi в графiках яких горизонтальнi лiнiйнi
дiлянки перемежаються з близькими до лiнiйних нахиленими дiлян-
ками. Для моделювання таких залежностей зручно використовувати
SL-функцiї тому, що завдяки їм можливо залишити логiку аналiзу на
рiвнi близькому до лiнiйних моделей, але отримати бiльшу адекватнiсть
у всьому дiапазонi аргументiв, а не лише поблизу точки лiнеаризацiї.

Ступiнчату функцiю (рис. 1), що апроксимована SL- функцiями нада-
лi називатиме SL- ступiнчатою функцiєю (або SSL- функцiєю, вiд англ.
“stage” SL), з метою пiдкреслити властивiсть SSL- функцiї щодо плавно-
стi переходiв мiж лiнiйними дiлянками, яка забезпечує безперервнiсть
SSL- функцiї та всiх її похiдних.

Замiсть традицiйної лiнiйної згортки пропонується використовувати
залежнiсть виду (2), яку надалi будемо називати SL- згорткою. У виразi (2)
вiдсутнi ваговi коефiцiєнти тому що вони входять в склад SL- функцiй у
якостi комбiнацiї показникiв, що забезпечують завданий нахил функцiї
на квазiлiнiйної нахиленої дiлянцi функцiї.

SSL(x) =

n
X

i=1

SLSSL
i (x) (2)

Рис. 1 – Ступiнчаста SSL-функцiя

На прикладах видiлимо двi основнi ситуацiї, в яких загальний вид
та метод аналiзу SSL-функцiї можуть суттєво вiдрiзнятись.
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Ситуацiя 1. Неврегульований ринок. Наприклад, процес змiни ком-
п’ютерних технологiй. В умовах жорсткої конкуренцiї новi технологiї змi-
нюють попереднi до того, як тi, не то що окупили себе, а навiть до того
як вони досягли максимуму своїх можливостей. В моделi такого процесу
окремi SL-функцiї переходять одна в другу на будь-яких дiлянках. Тоб-
то iснує висока вiрогiднiсть початку наступної дiлянки росту до того, як
попередня функцiя досягла своєї зони насичення.

Ситуацiя 2. Врегульований ринок. До цього випадку можна вiднести
ринки, що бiльш пiдлягають централiзованому (в першу чергу державно-
му) регульованою, наприклад внутрiшнi ринки озброєнь. Якщо система
озброєння ще не вiдпрацювала свiй технiчний ресурс та не досягла рiвня
морального старiння, то змiна технологiї буде стримуватись директив-
но. В цьому випадку окремi SL- функцiї переходять одна в другу лише
на горизонтальних дiлянках (саме такий приклад наведений на рисун-
ку 1). Таке припущення дозволяє з невеликою помилкою апроксимува-
ти загальну SSL- функцiю сплайн- послiдовнiстю SL- функцiй (надалi
SL- сплайн- функцiй), тобто перейти на окремих дiлянках до аналiзу
окремих SL

(
ix) функцiй. При цьому кожна зi складових функцiї SLi(x)

характеризується координатами точки симетрiї xsi, координатами точок
смички з сусiднiми функцiями, вiдповiдно, злiва та зправа x0i, x1i та
кутом нахилу функцiї в точки симетрiї. В загальному випадку складо-
вi SLSSL

i (x) i апроксимуючi SL(
ix) функцiї близькi одна до одної але не

спiвпадають повнiстю. Повне спiвпадiння можливе лише в тому випад-
ку, коли в точках смички сумiжних функцiй вiдсутнi вимоги до без-
перервностi апроксимуючої сплайн- залежностi та її похiдних. Якщо не
висувати вимоги до безперервностi апроксимуючої сплайн- функцiї, та
її похiдних, то без будь яких попереднiх перетворень сплайн- функцiї
можуть бути описанi залежнiстю

SSLi(x) = SLSSL
i (x), x0i 6 x 6 x1i , i = 1, n, (3)

де n- кiлькiсть сплайн- функцiй виду SSLi(x), якi будуть змикатись зi
сумiжними SSLi−1(x) та SSLi+1(x) приблизно. Якщо висунутi вимоги до
безперервностi апроксимуючої сплайн- функцiї, та її похiдних, то мають
бути задоволенi обмеження

SSLi(x1,i) = SSLi+1(x1,i);
djSSLi(x1,i)

dxj =
djSSLi+1(x1,i)

dxj ;
j = 1, l; i = 1, n− 1,

(4)

де l – максимальний порядок похiдної до якої висунутi вимоги безперерв-
ностi („м’яка” смичка l-го порядку).

В зв’язку з тим, що SL- функцiї лише наближаються до своїх асимптот,
але нiколи їм не дорiвнюють, то „м’яка” смичка SL- функцiї з рiзними
чисельними параметрами дуже ускладнена, а при наявностi жорстких
вимог то точок смички, симетрiї та куту нахилу в точки симетрiї i зов-
сiм неможлива. Щоб забезпечити виконання перелiчених умов, додамо
до SL-сплайну квазiлiнiйну добавку зi змiнним кутом нахилу Ak,i(x) та
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адитивної складової Bk,i (рис. 2).

SSLi(x) = Bk,i + Ak,i(x) · x+ SLSSL
i (x) =

Bk,i +
ak,i·x

1+e
−ck,i·(x−∆xk,i)

+
aSSL,i

1+e
−cSSL,i·(x−∆xSSL,i)

(5)

При цьому, Ak,i(x) має змiнятись в дуже невеликих межах, щоб забез-
печити умови смички. Оскiльки одної з переваг SSL- функцiй є наявнiсть
якiсно зрозумiлих лiнiйних дiлянок, то змiну кута нахилу асимптот пер-
винної SL- функцiї бажано виконувати поза межами лiнiйних дiлянок,
тобто поблизу точок первинної SL- функцiї SLSSL

i (x) з абсцисами xs,i +Ti

або xs,i − Ti.

x0i ≈ xxi − Tixsi ≈ xxi + Tix1i

Рис. 2 – Окрема дiлянка SL-сплайн функцiї

Тодi визначимо

∆xk,i = ∆xSSL,i ± TSSL,i, (6)

де TSSL,i – перiод SLSSL
i (x) [6, 7]. Швидкiсть змiни кута нахилу асим-

птот функцiї SLSSL
i (x) залежить вiд постановки задачi (див. Таблицю 1)

i може враховуватись шляхом вибору коефiцiєнту пропорцiйностi kc, що
пiдпорядковується спiввiдношенню

ck,i = kc,i · cSSL,i. (7)

Таким чином, в рiвняннi (5) залишається 5 невизначених параметрiв:
Bk,i, ak,i, aSSL,i, cSSL,i,∆xSSL,i. В якостi початкових даних розглядаємо:

1. Значення сплайн- функцiй, їх перших та других похiдних в поча-
ткової та кiнцевої точках процесу.

2. Координати точок симетрiї SSLi(xs,i) = SSLs,i та величини кутiв
нахилу дотичних dSSLi(xs,i)/dx = dSSLs,i в точках симетрiї первинних
функцiй.

3. Значення сплайн- функцiї в точках їх смички SSLi(x1,i) = SSL1,i.
Звичайно, при сплайн- iнтерполяцiї, вважається [8], що найбiльш при-

родною для бiльшостi безперервних процесiв е модель, що в механiцi вiд-
повiдає моделi пружного стержня, тобто модель що вимагає рiвняння в

42 ISSN 1562-9945



“АСАУ” – 7(27) 2004

Табл. 1 – Характер змiни кута нахилу асимптот та факти порушення
лiнiйностi дiлянок первинної SL- функцiї в залежностi вiд величини kc

Величина kc Характер змiни кута нахилу асимптот та факти
порушення лiнiйностi дiлянок первинної SL- фун-
кцiї

< 5 Порушення лiнiйностi на наближеної горизонталь-
ної та на нахиленої дiлянках

5-10 Плавна змiна кута нахилу
>10 Жорстка (швидка) змiна кута нахилу

>100 Практично миттєва змiна кута нахилу (релейна ха-
рактеристика)

точках змички значень сплайн- функцiй, їх перших та других похiдних.
Тодi для знаходження 5×n невiдомих параметрiв для n сплайн- функцiй
ми маємо 3 × (n− 1) рiвнянь що описують обмеження в точках смички

SSLi(x1,i) = SSL1,i,
dSSLi(x1,i)

dx
=

dSSLi+1(x1,i)

dx
,

d2SSLi(x1,i)

dx2 =
d2SSLi+1(x1,i)

dx2 ,
(8)

де i = 1, n− 1,
2 × (n− 1) рiвнянь що описують обмеження в точках симетрiї

SSLi(xs,i) = SSLs,i,
dSSLi(xs,i)

dx
= dSSLs,i, i = 1, n− 1 (9)

та 5 рiвнянь, що задають крайовi умови

SSL1(0) = SSL0,1, dSSL1(0)/dx = dSSL0,1, d2SSL1(0)/dx
2 = ddSSL0,1,

(10)

SSLn(x1,n) = SSL1,n, dSSLn(x1,n)/dx = dSSL1,n. (11)

Всього маємо 5 × n рiвнянь, що дозволяють знайти всi невiдомi пара-
метри сплайн- функцiй.

Висновки
Таким чином у роботi введенi поняття SL- згортки та SL-сплайн iнтер-

поляцiї. Розроблена процедура визначення параметрiв SL-сплайн фун-
кцiї, що забезпечую її плавнiсть до другої похiдної.

Перспективи подальших дослiджень

Напрямками подальших дослiджень мають бути поширення ви-
кладених пiдходiв на багатовимiрну iнтерполяцiю та впровадження роз-
роблених пiдходiв у практичне моделювання процесiв розвитку.
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