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Вступ
В теорiї iдентифiкацiї, як i в математицi, можна сформулювати

два види умов [1]: необхiднi – це завдання апроксимацiї з точнi-
стю до ε “поведiнки” об’єкта iдентифiкацiї моделлю довiльної стру-
ктури; достатнi, якщо на додаток до необхiдних потрiбне викона-
ння умови близькостi структури i параметрiв моделi до структу-
ри i параметрiв, що реально iснує в об’єктi вiдображення вхiдних
змiнних у вихiднi. Наприклад, визначення балансувальних (ста-
тичних) нелiнiйних залежностей f(x) з динамiки об’єкта, фiзика
якого вiдповiдає моделi Гамерштейна [2]:

n∑

i=1

βi
diy

dti
= f [x(t)], (1)

де n, βi, f(x) невiдомi, x(t) i y(t) вимiрюються з випадковими збуре-
ннями на обмеженому нестацiонарнiстю, вартiстю та iншими при-
чинами iнтервалi часу T .

Постановка задачi
Реальна ситуацiя, як правило, характеризується недостатньою

статистичною показовiстю вибiрки даних, неавтономнiстю, нелi-
нiйнiстю, квазiстацiонарнiстю об’єкта iдентифiкацiї та, як наслi-
док, наближенiстю його моделi. Прагнення пiдвищити адеква-
тнiсть локальних моделей шляхом звуження просторово-часової
областi поведiнки об’єкта приводить до зростання у вимiрах спiв-
вiдношення “шум - сигнал”. Прагнення врахувати нелiнiйнiсть i
параметризувати її рiзко розширює розмiрнiсть вектора невiдомих
коефiцiєнтiв. Тобто в обох випадках має мiсце некоректнiсть [3] за-
дачi iдентифiкацiї. Тому необхiдно розробити такi методи, якi б до-
зволяли забезпечити коректнiсть задачi iдентифiкацiї нелiнiйних
динамiчних об’єктiв в реальних умовах.
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Непараметричне оцiнювання нелiнiйної статичної
складової з динамiки об’єкта iдентифiкацiї

В обмеженiй просторово-часовiй областi G нелiнiйна динамiка
реального об’єкта, для обмежених швидкостей Ẋ∗(t) змiнних, з то-
чнiстю до ε∗(t), може бути подана у виглядi

Ẋ∗(t) = AX∗(t) + F [U∗(t)] + ε∗(t) (2)

або, вiдносно i-ої складової x∗

i (t) вектор-функцiї стануX(t) у вигля-
дi моделi Гамерштейна (1):

an
dnx∗

i

dtn
+ an−1

dn−1x∗
i

dtn−1
+ · · ·+ x∗

i (t) = f [U∗(t)], (3)

де aj , j = 1, n i f(U∗) невiдомi.
Завдання полягає у визначеннi статичної нелiнiйної залежностi

x∗

i (t) = f(U∗) (4)

за умови невiдомих aj з довiльного динамiчного режиму змiни x∗
i (t)

в обмеженiй G-областi.
Довiльнiсть режиму не гарантує лiнiйної незалежностi змiнних

при коефiцiєнтах aj i, як наслiдок, невиродження iнформацiйної
матрицi [4]. Ще бiльша некоректнiсть виникає у традицiйному пiд-
ходi при апроксимацiї f(u) степеневим полiномом вiд u

f̂ (U) =

m∑

l=0

blU
l (5)

або системою iнших квазiортогональних функцiй

f̂ (U) =
m∑

l=0

blϕl (U) (6)

коли з рiвняння (3) у виглядi

ε(t) = xi(t)−
m∑

l=0

blφl[U(t)] +

n∑

j=1

aj
djxi(t)

dtj
(7)

за неточних xi(t), U(t) та їх похiдних необхiдно визначитиm+n не-
вiдомих параметрiв, де числа m i n також невiдомi. Нехай, напри-
клад, в (3) лiнiйно незалежнi хоча б перша i друга похiднi вiд x∗

i (t).
Тодi для подолання проблеми некоректностi скористаємося апрiорi
вiдомою властивiстю гладкостi залежностi f(U). Будемо оцiнювати
коефiцiєнти рiвняння (3) не з умови мiнiмуму середнього квадрата
похибки (7), а з умови гладкостi залежностi f(U) [5].

(a1, a2) = arg min
(a1,a2)

N∑

k=1

(
drxск(tk)

dUr

)2

, (8)
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де r характеризує ступiнь гладкостi f(U).
Тодi скомпенсоване по динамiцi значення xi(tk) дорiвнюватиме

xск(tk) = x(tk)− a1
dxi(tk)

dt
− a1

d2xi(tk)

dt2
(9)

Практично в рiвняннi (8) замiсть похiдних беруться кiнцевi рi-
зницi вiдповiдного порядку, якi обчислюються за попередньо згла-
дженим за допомогою сплайнiв i впорядкованим по зростанню U
масивам даних.

Для iлюстрацiї ефективностi такого пiдходу розглянемо тесто-
вий приклад. Нехай

f(U) = 4U − 60 sin(0.065U). (10)

Вхiдний вплив представляє собою послiдовнiсть сходинок:

U(t) = Umax

[
−1 +

1

8

16∑

k=1

1(t− k∆t)

]
.

На точне значення x∗

i (t) накладено 20 % “бiлий шум”. Резуль-
тат спiльного МНК-оцiнювання коефiцiєнтiв bi i a1, a2 наведено на
рис. 1.

Рис. 1 – МНК-апроксимацiя нелiнiйностi (10) f(U) (пунктир) степе-
невими полiномами II-V порядкiв

Результат непараметричного оцiнювання нелiнiйностi (10) з умо-
ви (8) гладкостi f(U) для r = 1, 2, 3 наведено на рис. 2.

Як випливає iз зiставлення графiкiв на рис. 1 i рис. 2 непара-
метрична оцiнка f̂ (U) з корекцiєю (9) динамiки з умови (8) iстотно
ближче до дiйсної f(U), нiж параметрична МНК-оцiнка при спiль-
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Рис. 2 – Непараметричне оцiнювання нелiнiйностi f(U)

ному оцiнюваннi коефiцiєнтiв лiнiйної та нелiнiйної частини моде-
лi Гамерштейна (7).

Як приклад практичного застосування на рис. 3 наведено одну
з балансувальних залежностей лiтака М-17, отриману з умови (8)
крива (1) i апроксимовану прямою (2), а також крива (3), яка тiльки
впорядкована за ny i побудована без компенсацiї динамiки .

Рис. 3 – Залежнiсть витрат руля висоти δВ вiд перевантаження ny
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Структурно – параметричне оцiнювання
непараметричної моделi статичної нелiнiйної

складової об’єкта
Якщо нелiнiйнiсть y (x) та dy/dx неперервнi, то можливий ана-

лiтичний опис y (x). Бiльшiсть нелiнiйних елементiв реальних си-
стем мають кусково-неперервну залежнiсть y (x). Пiд час аналiзу i
синтезу систем з такими елементами мають мiсце незручностi, по-
в’язанi з врахуванням граничних умов переходу вiд однiєї областi
змiнних x, y в сусiдню. Мають мiсце змiна структури нелiнiйностi i,
якщо їх в дослiджуванiй системi декiлька, можуть виникати роз-
риви y (x) та дельта-функцiї похiдних dy/dx, d2y/dx2. В той час, як
в реальнiй системi цi явища вiдсутнi. Цi та iншi причини вима-
гають мати аналiтичну модель y (x) в усiй областi змiни x, y, щоб
виключити складну логiку змiни структури y (x) та некоректностi
диференцiювання dy/dx, d2y/dx2 в точках стиковки.

Складна кусково-аналiтична нелiнiйнiсть може бути представ-
лена множиною аналiтичних залежностей, справедливих за умо-
ви що змiннi x, y знаходяться в i-й областi простору i = 1, n. При
переходi з i-ої в i + 1-ту чи i − 1-ту область yi (xi) повинна змiню-
ватись на yi+1 (xi+1) чи yi−1 (xi−1). Таку умову можна забезпечити,
якщо залежнiсть y (x) подати зваженою функцiями ваги ηi (x) су-
мою yi (xi):

y (x) =
n∑

i=1

ηi (x) · yi (x) , (11)

де

ηi (x) =

{
1, якщо (x) належать i-й областi,
0, якщо не належать.

Для забезпечення гладкостi переходу в сусiдню область функцiї
ваги ηi (x), повиннi бути також гладкими, а не релейними. Анало-
гом таких функцiй можуть бути частотнi фiльтри верхнiх, сере-
днiх, нижнiх частот. Тож, якщо покласти замiсть частоти ω змiнну
x то без суттєвих змiн будемо мати можливiсть використати добре
розвинену теорiю частотних фiльтрiв для побудови функцiй ваги
ηi. На вiдмiну вiд фiзично реалiзуємих фiльтрiв, де суттєвою є ви-
мога нескладностi, математично реалiзуємi – позбавленi цiєї вимо-
ги. Тут, наприклад нема необхiдностi використовувати близькi до
iдеальних фiльтри Баттерворда. Достатньо представити близькi
до iдеального фiльтри, як каскад з m найпростiших фiльтрiв I-го
порядку. Так для видiлення областi x вiд 0 до x = a, вiзьмемо m
фiльтрiв нижнiх частот:

η1 (x) =

(
1√

1 + a−2x2

)m

, x ∈ [0, a] , a > 0, (12)
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де m береться за умови близькостi з точнiстю до ε моделi ŷ (x) до
реальної залежностi y (x). Тобто m збiльшується вiд 1 до значення
m∗ за якого мiра близькостi y (x) до ŷ (x) буде близька до ε.

Для видiлення областi x вiд якогось x = a до x → ∞ вiзьмемо m
фiльтрiв верхнiх частот:

η2 (x) =

( ∣∣a−1x
∣∣

√
1 + a−2x2

)m

, x ∈ [0, ∞] , x ∈ [−a,−∞] , (13)

де m пiдбирається аналогiчно.
Для видiлення областi x вiд x = a до x = b, b > a, вiзьмемо m

смугових фiльтрiв, побудованих з двох фiльтрiв нижнiх частот a i
b:

η3 (x) =

(
1√

1 + b−2x2

)m

−
(

1√
1 + a−2x2

)m

, x ∈ [a, b] (14)

де m пiдбирається аналогiчно.
Наведемо для наочностi приклад аналiтичного опису основної

кривої намагнiчування феромагнiтного осердя котушки iндуктив-
ностi. Згiдно до рис. 4 маємо три областi аналiтичного опису y (x):

y = −ymax, −∞ < x 6 a2;

y = β1x+ β2x
3, −a2 < x 6 a1; (15)

y = ymax, a1 6 x <∞.

Рис. 4 – Кусково-аналiтична залежнiсть y(x)

В необмеженiй областi змiнних x (фiзично це може бути напру-
женiстьH магнiтного поля, чи магнiторушiйна сила I ·W , чи магнi-
тна напруга H · l ) залежнiсть y (x) (магнiтної iндукцiї B чи магнi-
тного потоку Ф) може бути представлена сумою трьох моделей (15) з
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ваговими функцiями (13) i (14). При цьому слiд ввести нову незале-
жну змiнну z, яка б знакозмiнну змiнну x в областi (−xmax, +xmax)
перетворювала в змiнну одного знаку “плюс”:

z = xmax − x. (16)

Тодi аналiтична у всьому дiапазонi x залежнiсть y (x) набуває
вигляду

y (x) = −ymax · η1 (z) + ymax · η2 (z) +
(
β1 · x+ β2 · x2) · η3 (z) , (17)

де η1 (z) =

(
1√

1+(xmax+a2)
−2z2

)m

, η2 (z) =

(
|(xmax+a2)

−1z|√
1+(xmax+a2)

−2z2

)m

,

η3 (z) = η1 (z, a1)− η1 (z, a2) . (18)

Якщо залежнiсть y (x) (рис. 4) симетрична, тобто a1 = −a2 = a, то

y (x) = ymax ·
[(

|(xmax+a)−1z|√
1+(xmax+a)−2z2

)m

−
(

1√
1+(xmax+a)−2z2

)m]
+

+
(
β1 · x+ β2 · x2

)
·
[(

1√
1+(xmax+a)−2z2

)m

−
(

1√
1+(xmax−a)−2z2

)m] .

(19)
Аналiтичнiсть i гладкiсть моделi (19) дозволяє за необхiдностi,

якщо x вiдома функцiя часу x (t), обчислити аналiтичнi похiднi
dy

dt
= dy

dx
dx
dt

, d2y

dt2
= d

dt

(
dy

dt

)
= d2y

dx2 · dx
dt

+ dy

dx
· d2x

dt2
i т.i. При цьому для

кiнцевого значення числа m цi похiднi будуть гладкими функцiя-
ми часу, якi можна обчислити вручну або за вiдповiдних програм
на ПEOM.

За 1-ою теоремою Веєрштраса залежнiсть y (x) (рис. 4) може бу-
ти представлена в областi ±a степеневим полiномом. Однак для
достатньо широкої областi (±xmax), за однакової середньоквадра-
тичної похибки апроксимацiї ε, модель (19) буде значно простiшою
степеневого полiному. Крiм того, якщо вимiрювання x, y зробленi з
кроком ∆x, то за високих степенiв полiному з’являються пульсацiї
ŷ (x) в iнтервалах ∆x мiж вимiрюваннями.

Визначивши, таким чином, непараметричну модель статичної
нелiнiйної складової моделi Гамерштейна (2) з довiльної динамiки
об’єкта iдентифiкацiї, за умови компенсацiї (9) невiдомої динамiки,
та виконавши структурно-параметричну апроксимацiю (11) цiєї па-
раметричної моделi нелiнiйностi аналiтичною в усьому дiапазонi її
iснування моделлю, можна, за необхiднiстю, перейти до коректного
визначення [3], лiнiйної динамiчної складової моделi Гамерштей-
на, якщо тепер уже вiдомий сигнал f [U ∗ (t)] на входi динамiчної
складової моделi буде достатньо iнформативним [6].

Висновок
Поданий в данiй статтi пiдхiд до iдентифiкацiї нелiнiйної ста-

тичної складової моделi Гамерштейна, який полягає в послiдов-
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ному використаннi метода непараметричної, а потiм структурно-
параметричної iдентифiкацiї, а далi, за необхiднiстю, i коректної
iдентифiкацiї динамiчної складової [6], дає можливiсть ефектив-
но вирiшувати апрiорi складну i, як наслiдок, некоректну задачу
iдентифiкацiї нелiнiйних динамiчних об’єктiв за реальними дани-
ми активного чи пасивного експерименту на обмеженiй виборцi да-
них.
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